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前言　

１　　　　

前　　言

数学应该是绝大多数人一生中学得最多的一门功课．认真学习数学，努

力学好数学，不仅可以牢固地打好数学的知识基础，掌握一种科学的语言，

为走进科学的大门提供有力的工具和坚实的后盾；更重要地，通过认真而严

格的数学学习和训练，可以领会到数学的思想方法和精神实质，造就一些特

有而重要的素质和能力，形成自己的数学素养，让人变得更加聪明，更有智

慧，更有竞争力，终身受用不尽．从这个意义上，可以毫不夸张地说，数学

教育看起来似乎只是一种知识教育，但本质上是一种素质教育，其意义是十

分深远的．

中学阶段的数学学习，应该为学生今后的成长和发展奠定坚实的基础，

编写教材也要力求遵循这一根本宗旨．那种以种种名义，将一些“高级”或“时

髦”的东西，不顾实际情况地下放进中学的教材，和数学的基础训练“抢跑道”

的做法，是不可取的．同时，数学学科是一个有机联系的整体，一定要避免

知识的碎片化，从根本上改变单纯根据“知识点”来安排教学的做法．人为地

将知识链条打断，或将一些关键内容以“减负”的名义删去，只会造成学生思

维的混乱，影响学生对有关知识的认识与理解，实际上反而会加重学生学习

的负担，是不值得效法的．在任何情况下，都要基于课程标准，贯彻“少而

精”“简而明”的原则，精心选择与组织教材内容，抓住本质，返璞归真，尽可

能给学生以明快、清新的感受，使学生能更深入地领会数学的真谛，让数学

成为广大学生喜闻乐见的一门课程．

怎么才算“学好了数学”呢？对这个问题是需要一个正确的认识的．作为

一门重思考与理解的学科，数学学习要强调理解深入、运作熟练和表达明晰

这三个方面．这儿所说的“运作”泛指运算、推理及解题等环节．三者的关键是

深入的理解，只有不仅知其然、而且知其所以然，才能掌握数学的精髓，更

好地实现另外两方面的要求．如果只满足于会解题，甚至以“刷题”多与快为

荣，但不求甚解，就难以和数学真正结缘，是不值得鼓励与提倡的．表达能

力的培养也要引起足够的重视．要使表述简明清晰并不是一件容易的事，别
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人三言两语就说清楚了的，自己却颠三倒四、不得要领，能够说真正弄懂了

数学吗？！

为了帮助学生学好数学，也为了帮助教师教好数学，本教材秉承上述理

念，在编写上做了认真的探索与实践，希望能成为广大师生的良师益友，更

好地发挥引路和示范的作用．书中各章的章首语，虽只有不到一页的篇幅，

但却是该章入门的一个宏观向导，务请认真注意．各章末的内容提要，简明

扼要地列出了该章的核心内容，希望对复习能起到较好的帮助．各章的主体

内容，包括正文、练习及复习题以及边注，更是字斟句酌、精心编写的．希

望广大同学养成认真阅读及钻研教材的习惯，这样就一定会发现，学习中所

碰到的种种问题，原则上都可以从教材中找到答案，大家的学习方法和自学

能力也一定会得到极大的提升，从而牢牢掌握住学习数学的主动权．

本套教材涵盖《普通高中数学课程标准（２０１７年版２０２０年修订）》所规定

的必修课程和选择性必修课程的内容，共分七册，包括必修四册、选择性必

修三册，其中必修第四册和选择性必修第三册是数学建模的内容．必修前三

册和选择性必修前两册共同构建了高中数学的知识体系和逻辑结构；数学建

模内容与数学知识的逻辑结构没有直接的关系，不依附于特定知识性内容的

教学，而在于强调数学知识在解决实际问题中的应用，强调它的活动性、探

索性和综合性．因此，两册数学建模教材不是前三册或前两册教材的后继，

而且都包含比教学课时数要求更多的内容，供各个年段灵活地、有选择地使

用，以实现数学建模的教学目标．

２０２０年６月
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第

６章

三角

　　在平面几何中我们已经知道，在一个三角

形中，大角对大边，但这只是一个关于边与角

之间关系的定性性质．为了定量地刻画三角形

的边与角之间的关系，为测量、航海及天文等

方面的实际应用提供依据，需要引入一个角的

正弦、余弦、正切、余切等概念，建立三角学

的基本理论．在初中，当一个角为锐角时，已

经对有关的概念及结论做了初步的讨论，并介

绍了求解直角三角形的方法及其应用．本章将

拓展角的概念，并对一个任意给定的角给出其

相应的正弦、余弦、正切、余切的定义，学习

使用三角恒等变换化简三角表达式，进一步探

讨三角形中边与角之间的定量关系，从而有效

地解决有关的实际问题，并为下章学习三角函

数的性质以及学习解析几何、立体几何等后续

章节奠定基础．
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６．１ 正弦、余弦、正切、余切

１ 锐角的正弦、余弦、正切、余切

如图６１１，将直角三角形犃犅犆 中（其中∠犆＝９０°）∠犃、

∠犅、∠犆的对边边长分别记作犪、犫、犮．在初中我们已经知道，

锐角犃的正弦、余弦、正切、余切的定义分别为

ｓｉｎ犃＝
犪

犮
，ｃｏｓ犃＝

犫

犮
，ｔａｎ犃＝

犪

犫
，ｃｏｔ犃＝

犫

犪
．

由简单的比值关系以及勾股定理，还有如下结论：

ｓｉｎ２犃＋ｃｏｓ２犃＝１，ｔａｎ犃＝
ｓｉｎ犃

ｃｏｓ犃
，

ｃｏｔ犃＝
ｃｏｓ犃

ｓｉｎ犃
，ｃｏｔ犃＝

１

ｔａｎ犃
，

ｓｉｎ（９０°－犃）＝ｃｏｓ犃，ｃｏｓ（９０°－犃）＝ｓｉｎ犃，

ｔａｎ（９０°－犃）＝ｃｏｔ犃，ｃｏｔ（９０°－犃）＝ｔａｎ犃．

我们还知道如下一些特殊角的正弦、余弦、正切、余切值

（表６１）：

表６１

角度α ｓｉｎα ｃｏｓα ｔａｎα ｃｏｔα

３０°
１

２
槡３

２

槡３

３
槡３

４５° 槡２

２

槡２

２
１ １

６０° 槡３

２

１

２ 槡３
槡３

３

２ 任意角及其度量

在小学和初中我们已经知道，角是具有公共端点的两条射线

所组成的图形，角还可以看作是平面上由一条射线绕着其端点从

图６１１
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初始位置（始边）旋转到终止位置（终边）所形成的图形（图６１２）．

我们以前学习过的锐角、直角、钝角、平角和周角，其大小都在

０°到３６０°之间．不过在体操、跳水等体育运动中，会听到转体

７２０°、转体１０８０°等术语；当手表比标准时间慢或者快１０分钟的

时候，只需要将分针旋转６０°就可以调节准确，但也有按顺时针

和逆时针方向旋转的差异．因此，要准确地刻画这些现象，对于

角而言，不但要考察旋转量，而且要考察旋转方向，这就需要适

当推广角的概念．

习惯上规定：一条射线绕端点按逆时针方向旋转所形成的角

为正角，其度量值是正的；按顺时针方向旋转所形成的角为负

角，其度量值是负的（图６１２）．

特别地，当一条射线没有旋转时，我们也认为形成了一个

角，称为零角．零角的始边与终边重合．

这样，我们可将角的概念推广到任意角，包括正角、负角与

零角，也包括超过３６０°的角．

为了便于研究角及与其相关的问题，可将角置于平面直角坐

标系中，使得角的顶点与坐标原点重合，角的始边与狓轴的正半

轴重合．此时角的终边在第几象限，就说这个角是第几象限的

角，或者说这个角属于第几象限．如图６１３，６０°和４２０°都是第

一象限的角，１３５°和－２２５°都是第二象限的角．当角的终边在坐

标轴上时，就不说这些角属于哪一象限．

　　

图６１３

例如，若角α是第一象限的角，将其终边绕原点逆时针旋转

９０°后，所得的角α＋９０°是第二象限的角；将其终边绕原点逆时

针旋转１８０°后，所得的角α＋１８０°是第三象限的角；而将其终边

绕原点顺时针旋转９０°后，所得的角α－９０°则是第四象限的角．

从角的形成过程中可以看到，与某一个角α的始边相同且终

边重合的角有无数个，它们的大小与角α都相差３６０°的整数倍．

在图６１３中，６０°的角和４２０°的角的终边重合，前者与后者之

差为－３６０°；１３５°的角和－２２５°的角的终边重合，前者与后者之差

为３６０°．进一步，我们可以把所有与角α的终边重合的角（包括

图６１２

　　为简单起见，在
不引起混淆的前提下，
“角α”或“∠α”可简记
作“α”．
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角α本身）的集合表示为

｛β｜β＝犽·３６０°＋α，犽∈犣｝．

例１　判断下列各角分别属于哪个象限：

（１）－２４０°；　　　　　　　（２）２１００°．

解　（１）因为－２４０°＝－３６０°＋１２０°，而１２０°的角属于第二

象限，所以－２４０°的角属于第二象限．

（２）因为２１００°＝５×３６０°＋３００°，而３００°的角属于第四象

限，所以２１００°的角属于第四象限．

例２　写出与－２００°的终边重合的所有角组成的集合犛，

并列举犛中满足不等式－３６０°≤β＜７２０°的所有元素β．

解　因为

犛＝｛β｜β＝犽·３６０°－２００°，犽∈犣｝，

所以当－３６０°≤β＜７２０°时，β＝－２００°或１６０°或５２０°．

练习６．１（１）

１．判断下列命题是否正确：

　　（１）终边重合的两个角相等； （２）锐角是第一象限的角；

（３）第二象限的角是钝角； （４）小于９０°的角都是锐角．

２．分别用集合的形式表示终边位于第三象限的所有角和终边位于狔轴正半轴上的所有角．

３．在０°～３６０°范围内，分别找出终边与下列各角的终边重合的角，并判断它们是第几

象限的角：

（１）－３１５°； （２）９０５．３°； （３）－１０９０°； （４）５３０°．

　　度量长度可以用米为单位，度量质量可以用千克为单位，适

当的单位制会给解决问题带来极大的便利．度量角的大小与度量

其他量一样，也要选择一个同类的量作为度量的单位．在平面几

何中，我们把周角的
１

３６０
作为１度．用“度”作为单位来度量角的

单位制叫做角度制．

表示角的方法，用角度制虽很直观，但很多情况下并不一定

方便．下面我们引入一种度量角的新方法．观察不难发现：在半

径为狉的圆中，当圆心角为３６０°时，圆的周长为２π狉；当圆心角

为１８０°时，半圆的弧长为π狉；而当圆心角为９０°时，四分之一圆

的弧长为π
狉

２
．由初中所学习的计算扇形弧长公式可知，在给定半

径的圆中，弧的长度与相应圆心角的大小成正比例关系，因此我
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们不仅可以用角度来度量弧的长度，而且可以用弧长来度量角的

大小．具体来说，在半径为狉的圆周上，弧长犾与以角度度量的

圆心角α之间的关系式为犾＝２π狉·
α

３６０
，即
犾

狉
＝
π

１８０
·α，这说明

比值
犾

狉
仅由角α的大小决定．这样我们就可以用圆弧的长与圆半

径的比值来表示这个圆弧所对的圆心角的大小．相应地，把弧长

等于半径的弧所对的圆心角叫做１弧度（ｒａｄｉａｎ）的角（图６１４）．

用“弧度”作为单位来度量角的单位制叫做弧度制．

一般地说，如果一个半径为狉的圆的圆心角α所对的弧长为

犾，那么
犾

狉
就是角α的弧度的绝对值，即｜α｜＝

犾

狉
，这里α的符号

由它的始边旋转至终边的方向决定．零角的弧度数为０．从弧度

的定义不难得知，周角为２π弧度，即３６０°＝２π弧度；平角为π

弧度，即１８０°＝π弧度．从而有

１°＝
π

１８０
弧度，１弧度＝

１８０°

π
．

例３　按下列要求，将７５°换算成弧度：

（１）精确值；

（２）近似值．（结果精确到０．００１）

解　（１）７５°＝７５×
π

１８０
弧度＝

５

１２
π弧度．

（２）计算得
５

１２
π≈１．３０９，从而７５°≈１．３０９弧度．

例４　将２．１弧度换算成角度．（用度数表示，结果保留两

位小数）

解　２．１弧度＝２．１×
１８０°

π
≈１２０．３２°．

请同学们根据一些常用特殊角的角度与弧度的对应关系，填

写下表．

表６２

角度 ０° ３０° ４５° ６０° １３５° １８０° ２７０° ３６０°

弧度 π

２

２π

３
　

５π

６
π 　 ２π

在弧度和角度的换算过程中，应当注意角度制为６０进位制．

例如，３２°１８′应先换算成３２．３°，再换算成弧度．

在弧度制下，每个角都是一个确定的实数，而每个实数也可

以表示一个确定的角，这就构成了角的集合与实数集合之间的一

图６１４

　　在学习微积分后

可以更明显地看出弧

度制的优点．
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６　　　　

个一一对应关系．

在用弧度制表示角时，通常省略“弧度”两字，只写这个角所

对应的弧度数．例如，角α和角β的互补关系可以表示为α＋β＝

π，而ｓｉｎ１．２则表示１．２弧度的角的正弦．

引入弧度制使得扇形的弧长和面积公式变得简洁漂亮，更使

微积分中的许多公式变得格外简明．例如，如图６１５，当扇形的

圆心角为狀°，而半径为狉时，扇形的弧长犾和面积犛的公式分别

为犾＝
狀

１８０
×π狉＝

狀π狉

１８０
及犛＝

狀

３６０
×π狉２＝

狀π狉２

３６０
．在使用弧度制后，圆

心角相应的弧度为α＝
π

１８０
×狀＝

狀π

１８０
，因此上述公式可分别简化为

扇形的弧长犾＝α狉，

扇形的面积犛＝
１

２
α狉２．

例５　写出终边在狓轴上的所有角组成的集合．（用弧度

制表示）

解　当角α的终边在狓轴正半轴上时，α＝２犽π，犽∈犣；而

当角α的终边在狓轴负半轴上时，α＝２犽π＋π，犽∈犣．

所以，所求的角的集合为｛α｜α＝犽π，犽∈犣｝．

例６　设α是第二象限的角，判断
α

２
是哪个象限的角．

解　因为α是第二象限的角，所以

２犽π＋
π

２
＜α＜２犽π＋π，犽∈犣，

从而有

犽π＋
π

４
＜
α

２
＜犽π＋

π

２
，犽∈犣．

（１）当犽为奇数时，设犽＝２狀＋１，狀∈犣，就有

２狀π＋
５

４
π＜
α

２
＜２狀π＋

３

２
π，狀∈犣，

所以α

２
是第三象限的角；

（２）当犽为偶数时，设犽＝２狀，狀∈犣，就有

２狀π＋
π

４
＜
α

２
＜２狀π＋

π

２
，狀∈犣，

所以α

２
是第一象限的角．

由上可知，α
２
是第一象限或第三象限的角．

　　角度和弧度不可

混用．在使用计算器

的时候，要注意所指
的是角度制还是弧度

制．

图６１５



６．１　　　正弦、余弦、正切、余切

７　　　　

练习６．１（２）

１．分别将下列角度化为弧度：

　　１５°； －１０８°； ２２°３０′．

２．分别将下列弧度化为角度：

１１

１２
π； －

２

５
π； －３（结果精确到０．０１°）．

３．已知扇形的弧所对的圆心角为５４°，且半径为１０ｃｍ．求该扇形的弧长和面积．

４．如果α是第三象限的角，判断
α

２
是哪个象限的角．

３ 任意角的正弦、余弦、正切、余切

我们将锐角α置于平面直角坐标系中，使角α的顶点与坐标

原点犗重合，始边与狓轴的正半轴重合，那么它的终边必在第

一象限．如图６１６，在角α 的终边上任取异于原点的一点

犘（狓，狔），它与原点的距离狉＝ 狓２＋狔槡 ２＞０．过点犘作狓轴的垂

线，设垂足为犕，则线段犗犕 的长度｜犗犕｜为狓，而线段犕犘的

长度｜犕犘｜为狔．根据锐角的正弦、余弦、正切及余切的定

义，有

ｓｉｎα＝
｜犕犘｜

｜犗犘｜
＝
狔

狉
，ｃｏｓα＝

｜犗犕｜

｜犗犘｜
＝
狓

狉
．

ｔａｎα＝
｜犕犘｜

｜犗犕｜
＝
狔

狓
，ｃｏｔα＝

｜犗犕｜

｜犕犘｜
＝
狓

狔
．

这说明锐角α的正弦、余弦、正切及余切可以用角α的终边

上点的坐标来定义．这样，就可以对任意给定的角α，定义其相

应的正弦、余弦、正切及余切．

　　

　　

图６１７

图６１６

　　线段犗犕 的长度

通常用｜犗犕｜表示．在

不引起混淆的前提下，
也可用犗犕 表示．
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　　如图６１７，在任意角α的终边上任取异于原点的一点犘，

设其坐标为（狓，狔），并令｜犗犘｜＝狉，必有狉＝ 狓２＋狔槡 ２＞０．这

样，就可以分别定义角α的正弦、余弦、正切、余切为

ｓｉｎα＝
狔

狉
，　　　 ｃｏｓα＝

狓

狉
，

ｔａｎα＝
狔

狓
（狓≠０），ｃｏｔα＝

狓

狔
（狔≠０）．

应当注意的是：当α＝犽π＋
π

２
（犽∈犣），即角α的终边位于狔

轴上时，ｔａｎα＝
狔

狓
无意义；而当α＝犽π（犽∈犣），即角α的终边位

于狓轴上时，ｃｏｔα＝
狓

狔
无意义．

例７　已知角α的终边经过点犘（１，－２），求角α的正弦、

余弦、正切及余切值．

解　由狓＝１，狔＝－２，有狉＝ １２＋（－２）槡 ２＝槡５，从而

ｓｉｎα＝
狔

狉
＝－
２槡５

５
，ｃｏｓα＝

狓

狉
＝
槡５

５
，

ｔａｎα＝
狔

狓
＝－２，ｃｏｔα＝

狓

狔
＝－
１

２
．

例８　已知角α的终边经过点犘（－２，０），求角α的正弦、

余弦、正切及余切值．

解　由狓＝－２，狔＝０，有狉＝ （－２）２＋０槡 ２＝２，从而

ｓｉｎα＝
狔

狉
＝０，ｃｏｓα＝

狓

狉
＝－１，

ｔａｎα＝
狔

狓
＝０，ｃｏｔα不存在．

由于角α的正弦、余弦、正切及余切值可以由其终边上一点

犘的坐标求出，因此不难根据点犘 的坐标来判断角α的正弦、

余弦、正切及余切的符号，如表６３所示．
表６３

角α所属

的象限

点犘的坐标

狓 狔
ｓｉｎα ｃｏｓα ｔａｎα ｃｏｔα

第一象限 ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

第二象限 － ＋ ＋ － － －

第三象限 － － － － ＋ ＋

第四象限 ＋ － － ＋ － －

　　由相似三角形知

识可知，角α的正弦、
余弦、正切及余切值
只与角α的终边有关，
而与在终边上所取的

点犘的位置无关．
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９　　　　

上表的结果可用图６１８直观表示．

ｓｉｎα

　　

ｃｏｓα

ｔａｎα

　　

ｃｏｔα

图６１８

　　 例９　若角α满足ｓｉｎα＞０，且ｔａｎα＜０，则角α属于第

几象限？

解　由ｓｉｎα＞０，知角α属于第一象限或第二象限或其终边

位于狔轴的正半轴上．又由ｔａｎα＜０，知α属于第二象限或第四

象限．

因此，角α属于第二象限．

练习６．１（３）

１．已知角α的终边过点犘（２犪，－３犪）（犪＜０），求角α的正弦、余弦、正切及余切值．

２．已知角α的终边过点犘（０，－３），则下列值不存在的是 （　　）

Ａ．ｓｉｎα； Ｂ．ｃｏｓα；

Ｃ．ｔａｎα； Ｄ．ｃｏｔα．

３．根据下列条件，分别判断角θ属于第几象限：

　　
（１）ｓｉｎθ＝－

１

２
且ｃｏｓθ＝－

槡３

２
； （２）ｓｉｎθ＜０且ｔａｎθ＞０．

　　根据定义，角α的正弦、余弦、正切及余切值仅与角α的大

小有关，而与角α的终边上的点犘 的位置无关，因此我们可以

用角α的终边上到原点距离为１的点来确定角α的正弦、余弦、

正切及余切值．

半径为１个单位的圆称为单位圆（ｕｎｉｔｃｉｒｃｌｅ）．本章中，如无

特别说明，单位圆通常指在平面直角坐标系中以原点为圆心，以

１为半径的圆．

将角α的顶点置于坐标原点犗，始边与狓轴的正半轴重合，
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１０　　　

则角α的终边与以原点为圆心的单位圆交于唯一的一点犘（狓，狔），

如图６１９所示．这样，任意一个角α对应于单位圆上一点犘；

反之，单位圆上一点犘 可对应无穷多个角，但这些角的弧度数

之差必为２π的整数倍．由定义可知，狓＝ｃｏｓα，狔＝ｓｉｎα．因此，

单位圆上点犘的坐标必可以写为（ｃｏｓα，ｓｉｎα）．

例１０　求角
５π

４
的正弦、余弦和正切值．

解　设角
５π

４
的终边交以原点为圆心的单位圆于点犘，过点犘

作狓轴的垂线，其垂足为犕，如图６１１０所示．在直角三角形

犗犕犘中，∠犕犗犘＝
π

４
，由此可得｜犗犕｜＝

槡２

２
，｜犕犘｜＝

槡２

２
，所

以点犘的坐标为（－槡２２，－
槡２

２）．于是，ｓｉｎ
５π

４
＝－

槡２

２
，ｃｏｓ

５π

４
＝

－
槡２

２
，而ｔａｎ

５π

４
＝１．

对终边与坐标轴重合的角α，设终边与以原点为圆心的单位

圆的交点为犘，请同学们完成以下表格（表６４）．
表６４

α 点犘的坐标 ｓｉｎα ｃｏｓα ｔａｎα ｃｏｔα

α＝２犽π（犽∈犣） （１，０） ０ １ ０ 不存在

（０，１）

（－１，０）

（０，－１）

设角α的终边经过异于原点的一点犘（狓，狔），并记

狉＝ 狓２＋狔槡 ２＞０．

由定义，有

ｓｉｎα＝
狔

狉
，ｃｏｓα＝

狓

狉
，ｔａｎα＝

狔

狓
（狓≠０），ｃｏｔα＝

狓

狔
（狔≠０）．

由狓２＋狔
２＝狉２，就有

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１．

当ｃｏｓα≠０时，有

ｔａｎα＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
．

当ｓｉｎα≠０时，有

图６１９

图６１１０
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１１　　　

ｃｏｔα＝
ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

当ｔａｎα、ｃｏｔα都有意义时，有

ｔａｎα·ｃｏｔα＝１．

根据以上关系，如果知道角α的正弦、余弦、正切及余切之

中的一个值，就可以求出其他值．

例１１　已知ｓｉｎα＝
３

５
，且α为第二象限的角．求ｃｏｓα，

ｔａｎα及ｃｏｔα．

解　因为α为第二象限的角，所以ｃｏｓα＜０．
由ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，得

ｃｏｓα＝－ １－ｓｉｎ２槡 α＝－
４

５
，

从而

ｔａｎα＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝－
３

４
，ｃｏｔα＝

１

ｔａｎα
＝－
４

３
．

例１２　已知ｔａｎα＝－
５

１２
，求ｓｉｎα、ｃｏｓα及ｃｏｔα．

解　 ｃｏｔα＝
１

ｔａｎα
＝－
１２

５
．

因为ｔａｎα＝－
５

１２
＜０，所以α为第二象限或第四象限的角．

因为ｔａｎα＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
，所以

ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝－

５

１２
．

又因为ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，解方程组

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，

ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝－

５

１２
，

烅

烄

烆

得

ｓｉｎα＝
５

１３
，ｃｏｓα＝－

１２

１３
，或ｓｉｎα＝－

５

１３
，ｃｏｓα＝

１２

１３
．

于是，当α为第二象限的角时，ｓｉｎα＝
５

１３
，ｃｏｓα＝－

１２

１３
；

而当α为第四象限的角时，ｓｉｎα＝－
５

１３
，ｃｏｓα＝

１２

１３
．

练习６．１（４）

１．求角
５

３
π的正弦、余弦、正切及余切值．

　　能否利用直角三

角形知识与角的正弦、
余弦、正切和余切值
在各象限的符号，快
速给出例１２的答案？
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１２　　　

２．分别求ｓｉｎ犽π（犽∈犣）和ｃｏｓ犽π（犽∈犣）的值．

３．已知α为第三象限的角，ｃｏｓα＝－
槡５

５
．求ｓｉｎα、ｔａｎα及ｃｏｔα．

４．已知ｃｏｔα＝
１

３
，求ｓｉｎα、ｃｏｓα及ｔａｎα．

　　利用任意角α的正弦、余弦、正切及余切之间的关系，可以

化简表达式并证明一些恒等式．

例１３　（１）已知ｓｉｎα＋ｃｏｓα＝
１

５
，求ｓｉｎαｃｏｓα的值；

（２）已知ｔａｎα＝
１

２
，求ｓｉｎ２α－ｓｉｎαｃｏｓα－ｃｏｓ２α的值．

解　（１）因为

（ｓｉｎα＋ｃｏｓα）２＝ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＋２ｓｉｎαｃｏｓα＝１＋２ｓｉｎαｃｏｓα，

即

１

２５
＝１＋２ｓｉｎαｃｏｓα，

所以ｓｉｎαｃｏｓα＝－
１２

２５
．

（２）因为ｔａｎα＝
１

２
，所以ｃｏｓα≠０，从而有

ｓｉｎ２α－ｓｉｎαｃｏｓα－ｃｏｓ２α＝
ｓｉｎ２α－ｓｉｎαｃｏｓα－ｃｏｓ２α

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α

＝
ｔａｎ２α－ｔａｎα－１

ｔａｎ２α＋１

＝

１

４
－
１

２
－１

１

４
＋１

＝－１．

例１４　证明下列恒等式：

（１）１＋ｔａｎ２α＝
１

ｃｏｓ２α
；

（２）１＋ｃｏｔ２α＝
１

ｓｉｎ２α
；

（３）
１＋ｃｏｓα

ｓｉｎα
＝
ｓｉｎα

１－ｃｏｓα
；

（４）
ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β
ｔａｎ２α－ｔａｎ２β

＝ｃｏｓ２αｃｏｓ２β．

证明　（１）１＋ｔａｎ２α＝１＋
ｓｉｎ２α

ｃｏｓ２α
＝
ｃｏｓ２α＋ｓｉｎ２α

ｃｏｓ２α
＝
１

ｃｏｓ２α
．

（２）１＋ｃｏｔ２α＝１＋
ｃｏｓ２α

ｓｉｎ２α
＝
ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α

ｓｉｎ２α
＝
１

ｓｉｎ２α
．

　　通常记

ｓｅｃα＝
１

ｃｏｓα
，

ｃｓｃα＝
１

ｓｉｎα
．

例１４（１）与（２）中的公
式就可简写为

１＋ｔａｎ２α＝ｓｅｃ
２
α，

１＋ｃｏｔ２α＝ｃｓｃ
２
α．
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１３　　　

（３）因为

　　　　
１＋ｃｏｓα

ｓｉｎα
＝
（１＋ｃｏｓα）（１－ｃｏｓα）

ｓｉｎα（１－ｃｏｓα）
＝

１－ｃｏｓ２α

ｓｉｎα（１－ｃｏｓα）

＝
ｓｉｎ２α

ｓｉｎα（１－ｃｏｓα）
＝
ｓｉｎα

１－ｃｏｓα
，

所以原式成立．

（４）因为左边＝
ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β
ｓｉｎ２α

ｃｏｓ２α
－
ｓｉｎ２β
ｃｏｓ２β

＝
（ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β）ｃｏｓ

２αｃｏｓ２β
ｓｉｎ２αｃｏｓ２β－ｓｉｎ

２
βｃｏｓ

２α

＝
（ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β）ｃｏｓ

２αｃｏｓ２β
ｓｉｎ２α（１－ｓｉｎ２β）－ｓｉｎ

２
β（１－ｓｉｎ

２α）

＝
（ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β）ｃｏｓ

２αｃｏｓ２β
ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β

＝ｃｏｓ２αｃｏｓ２β＝右边，

所以原式成立．

练习６．１（５）

１．已知ｔａｎα＝３，求
２ｓｉｎα＋ｃｏｓα

ｓｉｎα－ｃｏｓα
的值．

　　２．化简：

（１）ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２αｃｏｓ２α＋ｃｏｓ４α； （２）ｓｉｎαｃｏｓα（ｔａｎα＋ｃｏｔα）．

３．证明：ｃｏｔ２α－ｃｏｓ２α＝ｃｏｔ２α·ｃｏｓ２α．

４ 诱导公式

２犽π＋α（犽∈犣），－α，π±α，
π

２
±α这些角都与角α有特殊

的关系．已知角α的正弦、余弦、正切及余切值，能否快速给出

上述这些角的正弦、余弦、正切及余切值？这就是诱导公式要解

决的问题．

由于角２犽π＋α（犽∈犣）的终边与角α的终边重合，因此由定

义有如下诱导公式：

ｓｉｎ（２犽π＋α）＝ｓｉｎα，　ｃｏｓ（２犽π＋α）＝ｃｏｓα，

ｔａｎ（２犽π＋α）＝ｔａｎα，　ｃｏｔ（２犽π＋α）＝ｃｏｔα（犽∈犣）．

由这组诱导公式，求任意角的正弦、余弦、正切及余切值可

以转化为求［０，２π）范围内一个角的相应值．
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角α的终边与角－α的终边关于狓轴对称（图６１１１），角α

的终边与单位圆交于点犘（ｃｏｓα，ｓｉｎα），而角－α的终边与单位

圆交于点犘′（ｃｏｓ（－α），ｓｉｎ（－α））．由于点犘与点犘′关于狓轴对

称，其横坐标相等，而纵坐标互为相反数，因此有如下诱导

公式：

ｓｉｎ（－α）＝－ｓｉｎα，　ｃｏｓ（－α）＝ｃｏｓα，

ｔａｎ（－α）＝－ｔａｎα，　ｃｏｔ（－α）＝－ｃｏｔα．

由这组诱导公式，求负角的正弦、余弦、正切及余切值可以

转化为求正角的相应值．

将角α的终边绕着原点犗 按逆时针方向旋转π弧度，得到

角π＋α的终边（图６１１２），这说明角α 和角π＋α 的终边

在同一条直线上，但方向相反．角α 的终边与单位圆交于点

犘（ｃｏｓα，ｓｉｎα），角π＋α的终边与单位圆交于点犘′（ｃｏｓ（π＋α），

ｓｉｎ（π＋α））．由于点犘与点犘′关于原点对称，其横坐标和纵坐

标都互为相反数，因此有如下诱导公式：

ｓｉｎ（π＋α）＝－ｓｉｎα，　ｃｏｓ（π＋α）＝－ｃｏｓα，

ｔａｎ（π＋α）＝ｔａｎα， 　ｃｏｔ（π＋α）＝ｃｏｔα．

由这组诱导公式，求［０，２π）范围内的角的正弦、余弦、正切

及余切值可以转化到［０，π）范围内一个角的相应值．

角α的终边与单位圆交于点犘（ｃｏｓα，ｓｉｎα），而角π－α的终边

与单位圆交于点犘′（ｃｏｓ（π－α），ｓｉｎ（π－α））．由于角α的终边和角

π－α的终边关于狔轴对称（图６１１３），点犘与点犘′关于狔轴对

称，其横坐标为相反数，而纵坐标相等，因此有如下诱导公式：

ｓｉｎ（π－α）＝ｓｉｎα， 　ｃｏｓ（π－α）＝－ｃｏｓα，

ｔａｎ（π－α）＝－ｔａｎα，　ｃｏｔ（π－α）＝－ｃｏｔα．

由这组诱导公式，求［０，π）范围内的角的正弦、余弦、正切

及余切值可以转化到［０，π２）范围内一个角的相应值．
利用以上四组诱导公式，就可以将终边不位于坐标轴上的任

意角的正弦、余弦、正切及余切值，与初中已学过的锐角的相应

值有机地联系起来．

以上四组诱导公式说明，２犽π＋α（犽∈犣），－α，π±α的正

图６１１１

图６１１２

图６１１３
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弦、余弦、正切及余切值的绝对值等于角α的相应量的绝对值，

但这两个值之间可能差一个正负号．由于诱导公式较多，记忆其

中的正负号并不容易，但有一个很简单的方法可以加以判断，

即：当α为锐角时，等式两边必须同时为正数或同时为负数．

例如，ｃｏｓ（π－α）的绝对值应该同ｃｏｓα的绝对值相等，即

成立ｃｏｓ（π－α）＝±ｃｏｓα．但当α为锐角时，π－α是第二象限的

角，这时ｃｏｓ（π－α）＜０，而ｃｏｓα＞０，所以前式中应该取负号，

即有ｃｏｓ（π－α）＝－ｃｏｓα．

例１５　利用诱导公式求值：

（１）ｓｉｎ
２０

３
π；

（２）ｃｏｓ（－７６π）；

（３）ｔａｎ（－１９４π）．
解　（１）ｓｉｎ

２０

３
π＝ｓｉｎ（６π＋２３π）＝ｓｉｎ

２

３
π

＝ｓｉｎ（π－π３）＝ｓｉｎ
π

３
＝
槡３

２
．

（２）ｃｏｓ（－７６π）＝ｃｏｓ
７

６
π＝ｃｏｓ（π＋π６）＝－ｃｏｓ

π

６
＝－
槡３

２
．

（３）ｔａｎ（－１９４π）＝－ｔａｎ
１９

４
π＝－ｔａｎ（５π－π４）

＝－ｔａｎ（π－π４）＝ｔａｎ
π

４
＝１．

例１６　化简：
ｓｉｎ（２π－α）ｔａｎ（π＋α）ｃｏｔ（－π－α）

ｃｏｓ（π－α）ｔａｎ（３π－α）
．

解　因为

ｓｉｎ（２π－α）＝ｓｉｎ（－α）＝－ｓｉｎα，ｔａｎ（π＋α）＝ｔａｎα，

ｃｏｔ（－π－α）＝－ｃｏｔ（π＋α）＝－ｃｏｔα，ｃｏｓ（π－α）＝－ｃｏｓα，

ｔａｎ（３π－α）＝ｔａｎ（π－α）＝－ｔａｎα，

所以

原式＝
（－ｓｉｎα）ｔａｎα（－ｃｏｔα）
（－ｃｏｓα）（－ｔａｎα）

＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
ｃｏｔα＝ｔａｎαｃｏｔα＝１．

练习６．１（６）

１．证明：

　　（１）ｓｉｎ（２π－α）＝－ｓｉｎα； （２）ｃｏｓ（２π－α）＝ｃｏｓα；

（３）ｔａｎ（２π－α）＝－ｔａｎα； （４）ｃｏｔ（２π－α）＝－ｃｏｔα．

　　到底使用哪一个

诱导公式求值，可以
有多种选择．
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２．利用诱导公式求值：

（１）ｓｉｎ
１１

４
π； （２）ｃｏｓ（－５６π）； （３）ｔａｎ（－１４３π）．

３．化简：

（１）
ｓｉｎ（１８０°－α）

ｓｉｎ（１８０°＋α）
＋
ｃｏｓ（３６０°－α）

ｃｏｓ（１８０°＋α）
＋
ｔａｎ（１８０°＋α）

ｔａｎ（－α）
；

（２）
ｓｉｎ（π－α）

ｃｏｓ（π＋α）
·
ｓｉｎ（２π－α）

ｔａｎ（π＋α）
．

　　角α 的终边与角
π

２
－α 的终边关于直线狔＝狓 对称

（图６１１４），角α的终边与单位圆交于点犘（ｃｏｓα，ｓｉｎα），而角

π

２
－α的终边与单位圆交于点犘′（ｃｏｓ（π２－α），ｓｉｎ（

π

２
－α））．由于

点犘与点犘′关于直线狔＝狓对称，即点犘的横坐标与点犘′的纵

坐标相等，而点犘的纵坐标与点犘′的横坐标相等，因此有如下

诱导公式：

ｓｉｎ（π２－α）＝ｃｏｓα，　ｃｏｓ（
π

２
－α）＝ｓｉｎα，

ｔａｎ（π２－α）＝ｃｏｔα，　ｃｏｔ（
π

２
－α）＝ｔａｎα．

在以上公式中将α用－α代换，就有

ｓｉｎ（π２＋α）＝ｃｏｓ（－α）＝ｃｏｓα，
即

ｓｉｎ（π２＋α）＝ｃｏｓα．
同理，有如下诱导公式：

ｓｉｎ（π２＋α）＝ｃｏｓα， 　ｃｏｓ（π２＋α）＝－ｓｉｎα，

ｔａｎ（π２＋α）＝－ｃｏｔα，　ｃｏｔ（
π

２
＋α）＝－ｔａｎα．

上述两组诱导公式说明正弦和余弦可以互相转化，正切和余

切也可以互相转化．

以上两组诱导公式说明角π

２
±α的正（余）弦、正（余）切值的

图６１１４

　　角α 的终边和

角－α的终边关于角

α＋（－α）

２
＝０的终边

所在直线（狓轴）对称；
角α的终边和角π－α
的 终 边 关 于 角

α＋（π－α）

２
＝
π

２
的终

边所在直线（狔 轴）对
称．一般地，角α的
终边和角β的终边关

于角α
＋β
２
的终边所在

直线对称．
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绝对值，必等于角α的余（正）弦、余（正）切值的绝对值，但这两

者可能差一个正负号．这个正负号的确定方法是：当α为锐角

时，等式两边必须同时为正数或同时为负数．

例如，ｃｏｓ（π２＋α）的绝对值应该同ｓｉｎα的绝对值相等，即

成立ｃｏｓ（π２＋α）＝±ｓｉｎα．但当α为锐角时，
π

２
＋α是第二象限

的角，这时ｃｏｓ（π２＋α）＜０，而ｓｉｎα＞０，所以前式中应该取负

号，即有ｃｏｓ（π２＋α）＝－ｓｉｎα．
例１７　证明：

（１）ｓｉｎ（３π２＋α）＝－ｃｏｓα；

（２）ｃｏｓ（３π２＋α）＝ｓｉｎα；

（３）ｔａｎ（３π２＋α）＝－ｃｏｔα；

（４）ｃｏｔ（３π２＋α）＝－ｔａｎα．

证明　（１）ｓｉｎ（３π２＋α）＝ｓｉｎ（π＋
π

２
＋α）

＝－ｓｉｎ（π２＋α）＝－ｃｏｓα．
（２）（３）（４）的证明方法类似，请同学们自行完成．

例１７中的这组公式也可称为诱导公式．观察所有上述这些

诱导公式，关于角
犽π

２
±α（犽∈犣）的正弦、余弦、正切及余切值呈

现的规律可以总结为如下口诀：奇变偶不变，符号看象限．例

如，π
２
及
３π

２
都是π

２
的奇数倍，如果等式左边是π

２
±α，

３π

２
±α的

正弦、余弦、正切、余切之一，那么等式右边相应的必定是α的

余弦、正弦、余切、正切，这就是“奇变”；而２犽π（犽∈犣）、０、π

都是π

２
的偶数倍，等式两边的正弦、余弦、正切及余切的名称就

应该相同，这就是“偶不变”．等式右边角α的正弦、余弦、正切

及余切前的符号可以将α视为锐角（实际上α此时可以为任意



６
三角

１８　　　

角），由等式左边的角π
２
±α，

３π

２
＋α，２犽π＋α，－α，π±α所在

象限的正弦、余弦、正切及余切值的符号来确定，即“符号看象

限”．这一点在前面已有说明．

例１８　化简：
ｓｉｎ（π２＋α）ｃｏｓ（

π

２
＋α）ｓｉｎ（π２－α）

ｔａｎ（π２＋α）ｃｏｓ（
３

２
π＋α）ｓｉｎ（－π＋α）

．

解　原式＝
ｃｏｓα（－ｓｉｎα）ｃｏｓα
（－ｃｏｔα）ｓｉｎα（－ｓｉｎα）

＝－
ｃｏｓ２α

ｃｏｓα

ｓｉｎα
ｓｉｎα

＝－ｃｏｓα．

例１９　已知点犃的坐标为（－３５，
４

５），将犗犃绕坐标原点

犗逆时针旋转
π

２
至犗犃′．求点犃′的坐标．

解　如图６１１５，由犗犃＝犗犃′＝１，在单位圆中犃（ｃｏｓθ，

ｓｉｎθ）满足ｃｏｓθ＝－
３

５
，ｓｉｎθ＝

４

５
．

这样对点犃′（狓′，狔′），有

狓′＝ｃｏｓ（θ＋π２）＝－ｓｉｎθ＝－
４

５
，

狔′＝ｓｉｎ（θ＋π２）＝ｃｏｓθ＝－
３

５
．

所以，点犃′的坐标为（－４５，－
３

５）．

练习６．１（７）

１．证明：

　　（１）ｓｉｎ（３π２－α）＝－ｃｏｓα； （２）ｃｏｓ（３π２－α）＝－ｓｉｎα；
（３）ｔａｎ（３π２－α）＝ｃｏｔα； （４）ｃｏｔ（３π２－α）＝ｔａｎα．

２．化简：
ｓｉｎ（π２＋α）ｃｏｔ（

３π

２
－α）ｃｏｓ（３π＋α）

ｃｏｔ（π２－α）ｃｏｓ（
３π

２
＋α）ｃｏｔ（π－α）

．

３．已知点犃的坐标为（３，４），将犗犃绕坐标原点犗顺时针旋转
π

２
至犗犃′．求点犃′的坐标．

图６１１５
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５ 已知正弦、余弦或正切值求角

如果α是锐角，且满足ｓｉｎα＝
１

２
，那么α＝

π

６
．如果不限定

α是锐角，那么由诱导公式ｓｉｎ（π－α）＝ｓｉｎα＝
１

２
可知，α＝

５π

６
也

满足ｓｉｎα＝
１

２
．再由诱导公式ｓｉｎ（２犽π＋α）＝ｓｉｎα（犽∈犣）可知，

α＝２犽π＋
π

６
或α＝２犽π＋

５π

６
（犽∈犣）都满足ｓｉｎα＝

１

２
．那么，是否

还有其他的角α满足ｓｉｎα＝
１

２
呢？下面我们就来研究这个问题．

（１） （２） （３）

图６１１６

为此目的，设α是一个任意给定的角，我们希望确定所有满

足ｓｉｎβ＝ｓｉｎα的角β．设角α的终边与以原点为圆心的单位圆的

交点为犘（狓，狔），过点犘 作狔轴的垂线，如图６１１６（１）所示．

由正弦的定义，满足ｓｉｎβ＝ｓｉｎα的角β的终边与单位圆的交点

必在此直线上．

当α≠犾π＋
π

２
（犾∈犣）时，此直线交单位圆于两点（狓，狔）和

（－狓，狔）．由于这两点分别位于角α和角π－α的终边上，因此满

足ｓｉｎβ＝ｓｉｎα的角β的全体为｛β｜β＝２犽π＋α或β＝２犽π＋π－α，

犽∈犣｝，可简记作｛β｜β＝犽π＋（－１）
犽α，犽∈犣｝．

当α＝犾π＋
π

２
（犾∈犣）时，过点犘且垂直于狔轴的直线与单

位圆相切于（０，狔），此时满足ｓｉｎβ＝ｓｉｎα的角β的全体为

｛β｜β＝２犽π＋α，犽∈犣｝，这个集合也可以用上面所示的形式来表

示．事实上，其表达式与上述集合第一部分中所给的表达式完全

相同，而对于上述集合第二部分所给的表达式，由于在
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α＝犾π＋
π

２
（犾∈犣）时，

　　　　β＝２犽π＋π－α＝２犽π－犾π＋
π

２

＝２（犽－犾）π＋犾π＋
π

２
＝２（犽－犾）π＋α（犽－犾∈犣），

此时它也与上述集合第一部分中所给的表达式一致．

这样，我们就得到：

若ｓｉｎ狓＝ｓｉｎα，则

狓＝２犽π＋α或狓＝２犽π＋π－α，犽∈犣，

即

狓＝犽π＋（－１）犽α，犽∈犣．

同理，如图６１１６（２），若角α的终边与以原点为圆心的单

位圆的交点为犘（狓，狔），则由余弦的定义，满足ｃｏｓβ＝ｃｏｓα的

角β的终边与单位圆的交点在过点犘且垂直于狓轴的直线上，从

而满足ｃｏｓβ＝ｃｏｓα的角β的全体为｛β｜β＝２犽π±α，犽∈犣｝．这

样，我们就得到：

若ｃｏｓ狓＝ｃｏｓα，则狓＝２犽π±α，犽∈犣．

如图６１１６（３），若角α的终边与以原点为圆心的单位圆

的交点为犘（狓，狔），则由正切的定义，满足ｔａｎβ＝ｔａｎα的角β
的终边与单位圆的交点在过原点犗和点犘 的直线上，从而满足

ｔａｎβ＝ｔａｎα的角β的全体为｛β｜β＝犽π＋α，犽∈犣｝．这样，我们

就得到：

若ｔａｎ狓＝ｔａｎα，则狓＝犽π＋α，犽∈犣．

例２０　根据下列条件，分别求角狓：

（１）已知ｓｉｎ狓＝
槡３

２
；

（２）已知ｃｏｓ狓＝－
槡２

２
；

（３）已知ｔａｎ狓＝
槡３

３
．

解　（１）因为ｓｉｎ
π

３
＝
槡３

２
，所以原式等价于求解ｓｉｎ狓＝

ｓｉｎ
π

３
，从而其解为狓＝犽π＋（－１）犽

π

３
，犽∈犣．

（２）因为ｃｏｓ（π－π４）＝－ｃｏｓ
π

４
＝－

槡２

２
，所以原式等价于求
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解ｃｏｓ狓＝ｃｏｓ
３π

４
，从而其解为狓＝２犽π±

３π

４
，犽∈犣．

（３）因为ｔａｎ
π

６
＝
槡３

３
，所以原式等价于求解ｔａｎ狓＝ｔａｎ

π

６
，

从而其解为狓＝犽π＋
π

６
，犽∈犣．

例２１　分别求满足下列条件的角狓的集合：

（１）ｓｉｎ２狓＝
槡３

２
，狓∈［０，２π］；

（２）ｃｏｓ（狓＋π６）＝
槡２

２
；

（３）ｔａｎ（２狓＋π３）＝－
槡３

３
．

解　（１）因为ｓｉｎ
π

３
＝
槡３

２
，所以原式等价于求解ｓｉｎ２狓＝

ｓｉｎ
π

３
，从而２狓＝犽π＋（－１）犽

π

３
，犽∈犣，即狓＝

犽π

２
＋（－１）犽

π

６
，

犽∈犣．又因为狓∈［０，２π］，所以满足条件的所有角狓组成的集合

为 π

６
，π
３
，
７π

６
，
４π

３
　烅

烄

烆
烍
烌

烎
．

（２）因为ｃｏｓ
π

４
＝
槡２

２
，所以原式等价于求解ｃｏｓ（狓＋π６）＝

ｃｏｓ
π

４
，从而狓＋

π

６
＝２犽π±

π

４
，犽∈犣，于是满足条件的所有角狓

组成的集合为 狓狓＝２犽π＋
π

１２
或狓＝２犽π－

５π

１２
，犽∈犣烍

烌

烎
烅
烄

烆
．

（３）因为ｔａｎ（π－π６）＝－ｔａｎ
π

６
＝－

槡３

３
，所以原式等价于求

解ｔａｎ（２狓＋π３）＝ｔａｎ
５π

６
，从而２狓＋

π

３
＝犽π＋

５π

６
，犽∈犣，于是

满足条件的所有角狓组成的集合为 狓狓＝
犽π

２
＋
π

４
，犽∈犣烍

烌

烎
．烅

烄

烆

练习６．１（８）

１．根据下列条件，分别求角狓：

（１）已知ｓｉｎ狓＝－
槡３

２
；

（２）已知ｃｏｓ狓＝－
１

２
；
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（３）已知ｔａｎ狓＝－槡３．

２．分别求满足下列条件的角狓的集合：

（１）２ｓｉｎ（狓＋π３）＝１，狓∈［０，２π］；
（２）ｃｏｓ（２狓＋π４）＝－

１

２
；

（３）ｔａｎ（３狓＋π４）＝－１．

习题６．１　 　

　犃组

１．选择题：

（１）在下列各组的两个角中，终边不重合的一组是 （　　）

Ａ．－４３°与６７７°； Ｂ．９００°与－１２６０°；

Ｃ．－１２０°与９６０°； Ｄ．１５０°与６３０°．

（２）在平面直角坐标系中，下列结论正确的是 （　　）

Ａ．小于
π

２
的角一定是锐角； Ｂ．第二象限的角一定是钝角；

Ｃ．始边相同且相等的角的终边一定重合； Ｄ．始边相同且终边重合的角一定相等．

（３）如果α是锐角，那么２α是 （　　）

Ａ．第一象限的角； Ｂ．第二象限的角；

Ｃ．小于１８０°的正角； Ｄ．钝角．

２．找出与下列各角的终边重合的角α（０°≤α＜３６０°），并判别下列各角是第几象限

的角：

　　（１）－１４４１°； （２）８９０°．

３．把下列各角度化为弧度，并判断它们是第几象限的角：

（１）２２５°； （２）１５００°； （３）－２２°３０′； （４）－２１６°．

４．已知扇形的弧长为
５π

３
，半径为２．求该扇形的圆心角α及面积犛．

５．已知角α的终边分别经过以下各点，求角α的正弦、余弦、正切和余切值：

（１）（３，－４）； （２）（－１，－槡３）．

６．不用计算器，根据角所属的象限，判断下列各式的符号：

（１）ｓｉｎ２３７°ｃｏｓ３９０°；　　　　（２）ｔａｎ１３５°ｃｏｓ２７５°；　　　　（３）
ｃｏｓ
５π

６
ｔａｎ
１１π

６

ｓｉｎ
２π

３

．
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７．根据下列条件，确定角θ所属的象限：

（１）ｓｉｎθ＜０且ｃｏｓθ＞０； （２）
ｓｉｎθ

ｔａｎθ
＞０．

８．分别求
２π

３
及
７π

６
的正弦、余弦及正切值．

９．（１）已知ｓｉｎα＝－
２

３
，且α是第四象限的角．求ｃｏｓα及ｔａｎα；

（２）已知ｔａｎα＝－
１

２
，求ｓｉｎα及ｃｏｓα．

１０．证明下列恒等式：

（１）ｓｉｎ４α＋ｃｏｓ４α＝１－２ｓｉｎ２αｃｏｓ２α； （２）ｔａｎα－ｃｏｔα＝
１－２ｃｏｓ２α

ｓｉｎαｃｏｓα
．

１１．（１）已知ｔａｎα＝２，求
ｓｉｎα－ｃｏｓα

ｓｉｎα＋ｃｏｓα
的值；

（２）若ｓｉｎα－ｃｏｓα＝
１

２
，求ｓｉｎαｃｏｓα的值．

１２．用诱导公式求值：

（１）ｓｉｎ１１１０°； （２）ｃｏｓ
７π

４
； （３）ｃｏｓ（－６００°）； （４）ｔａｎ（－７π６）．

１３．利用诱导公式，分别求角
２３π

３
和－
８７π

４
的正弦、余弦及正切值．

１４．化简下列各式：

（１）ｃｏｓ（９０°＋α）＋ｓｉｎ（１８０°－α）－ｓｉｎ（１８０°＋α）＋ｓｉｎ（－α）；

（２）
ｓｉｎ（π－α）

ｔａｎ（π＋α）
·
ｃｏｔ（π２－α）
ｔａｎ（π２＋α）

·
ｃｏｓ（－α）

ｓｉｎ（２π－α）
；

（３）
ｓｉｎ（α－π）ｃｏｔ（α－２π）

ｃｏｓ（α－π）ｔａｎ（α－２π）
；

（４）
ｔａｎ（π＋α）ｃｏｓ（－π）ｃｏｓ（２π－α）

ｃｏｔ（π－α）ｓｉｎ（３π＋α）
．

　犅组

１．写出与下列各角的终边重合的所有角组成的集合犛，并写出犛中适合不等式－３６０°≤

α＜７２０°的元素α：

（１）６０°； （２）－２１°．

２．已知０°＜β＜１８０°，若将角β的终边顺时针旋转１２０°所得的角的终边与角β的５倍

角的终边重合．求角β．

３．已知一个扇形的周长是１６，面积是１２．求其圆心角的大小．

４．写出终边在直线狔＝狓上的所有角组成的集合．（分别用角度制和弧度制来表示）
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５．填空题：

（１）若α为第二象限的角，则２π－α为第　　　　象限的角；

（２）若角α的终边与角β的终边关于狓轴对称，则α与β的关系是 　；

（３）若角α与β满足关系α＝（２犽＋１）π－β（犽∈犣），则角α与β的终边关于　　　　

对称．

６．已知一个扇形的周长为２０ｃｍ，当圆心角等于多少时，这个扇形的面积最大，并求

该最大值．

７．已知α为第二象限的角，其终边上有一点犘（狓，槡５），且ｃｏｓα＝
槡２

４
狓．求ｔａｎα．

８．证明下列恒等式：

（１）ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β－ｓｉｎ
２αｓｉｎ２β＋ｃｏｓ

２αｃｏｓ２β＝１；

（２）２（１－ｓｉｎα）（１＋ｃｏｓα）＝（１－ｓｉｎα＋ｃｏｓα）２．

９．已知α是第二象限的角，化简：
１＋ｓｉｎα

１－ｓｉｎα槡 ＋
１－ｓｉｎα

１＋ｓｉｎα槡 ．

１０．已知ｓｉｎα＋ｃｏｓα＝
１

５
，α∈（０，π）．求ｓｉｎα和ｃｏｓα．

１１．已知ｓｉｎα及ｃｏｓα是关于狓的方程２狓２＋４犽狓＋３犽＝０的两个实根，求实数犽．

１２．根据下列条件，求角狓：

（１）ｔａｎ狓＝槡３，且狓是第三象限的角； （２）ｃｏｓ狓＝－
槡２

２
，狓∈［０，２π）；

（３）ｓｉｎ狓＝－
１

２
； （４）２ｃｏｓ（２狓＋π８）＝１．
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我们在学习对数时知道，对于正实数犪、犫，一般ｌｇ（犪＋犫）≠

ｌｇ犪＋ｌｇ犫，但可以用犪、犫的对数来表示犪犫或
犪

犫
（犫≠０）的对数，

并可由此化简很多涉及对数的表达式．类似地，一般ｓｉｎ（α＋β）≠

ｓｉｎα＋ｓｉｎβ及ｃｏｓ（α－β）≠ｃｏｓα－ｃｏｓβ．本节中，我们要学习两

个角的和与差的三角公式，即学习如何用α、β的正弦、余弦及

正切来表示α±β的正弦、余弦及正切，并在此基础上学习如何

运用这组公式及其推论来化简有关的三角表达式，为后面用三角

知识解决各种具体问题做好准备．

１
两角和与差的正弦、余弦、
正切公式

我们先推导两角差（α－β）的余弦公式．

设α、β为任意给定的两个角，把它们的顶点置于平面直角

坐标系的原点犗，始边都与狓轴的正半轴重合，而它们的终边分

别与单位圆相交于犃、犅两点（图６２１）．点犃、犅的坐标分别

为犃（ｃｏｓα，ｓｉｎα）、犅（ｃｏｓβ，ｓｉｎβ）．

图６２１ 图６２２

下面考虑角（α－β）的余弦．为此把角α、β的终边犗犃 及

犗犅都绕原点犗旋转－β角，它们分别交单位圆于点犃′及犅′

（图６２２）．由于都转动了－β角，因此α－β也可以是一个以

射线犗犅′为始边、以射线犗犃′为终边的角，而点犃′的坐标是

（ｃｏｓ（α－β），ｓｉｎ（α－β）），点犅′的坐标是（１，０）．

根据两点间的距离公式，在图６２１中，有

｜犃犅｜２＝（ｃｏｓα－ｃｏｓβ）
２＋（ｓｉｎα－ｓｉｎβ）

２

＝ｃｏｓ２α－２ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｃｏｓ
２
β＋ｓｉｎ

２α－２ｓｉｎαｓｉｎβ＋ｓｉｎ
２
β

＝２－２ｃｏｓαｃｏｓβ－２ｓｉｎαｓｉｎβ．
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而在图６２２中，有

　　｜犃′犅′｜２＝［ｃｏｓ（α－β）－１］
２＋ｓｉｎ２（α－β）

＝ｃｏｓ２（α－β）－２ｃｏｓ（α－β）＋１＋ｓｉｎ
２（α－β）

＝２－２ｃｏｓ（α－β）．

因为将射线犗犃、犗犅同时绕原点犗旋转－β角，就分别得

到射线犗犃′、犗犅′，所以

｜犃犅｜＝｜犃′犅′｜，

从而得到

２－２ｃｏｓαｃｏｓβ－２ｓｉｎαｓｉｎβ＝２－２ｃｏｓ（α－β），

即

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

这个式子对任意给定的角α及β都成立，称为两角差的余弦

公式．

在两角差的余弦公式中，用－β代换β，就可得到两角和的

余弦公式：

　　　ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓαｃｏｓ（－β）＋ｓｉｎαｓｉｎ（－β）

＝ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ．

这样，我们就得到两角和与差的余弦公式

ｃｏｓ（α＋β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ，

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

简记作

ｃｏｓ（α±β）＝ｃｏｓαｃｏｓβｓｉｎαｓｉｎβ．

例１　利用两角和与差的余弦公式，求ｃｏｓ７５°和ｃｏｓ１５°

的值．

解　ｃｏｓ７５°＝ｃｏｓ（４５°＋３０°）

＝ｃｏｓ４５°ｃｏｓ３０°－ｓｉｎ４５°ｓｉｎ３０°＝
槡６－槡２

４
．

　　ｃｏｓ１５°＝ｃｏｓ（４５°－３０°）

＝ｃｏｓ４５°ｃｏｓ３０°＋ｓｉｎ４５°ｓｉｎ３０°＝
槡６＋槡２

４
．

例２　已知ｓｉｎα＝
３

５
，α∈（π２，π），ｃｏｓβ＝

５

１３
，β∈（３２π，２π）．

求ｃｏｓ（α－β）．

解　由ｓｉｎα＝
３

５
，α∈（π２，π），得ｃｏｓα＝－ １－ｓｉｎ２槡 α＝－

４

５
．

由ｃｏｓβ＝
５

１３
，β∈（３２π，２π），得ｓｉｎβ＝－ １－ｃｏｓ２槡 β＝－

１２

１３
．
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于是

　　　ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ

＝（－４５）×
５

１３
＋
３

５
×（－１２１３）＝－

５６

６５
．

例３　若α、β为锐角，ｓｉｎα＝
４槡３

７
，ｃｏｓ（α＋β）＝－

１１

１４
．

求角β．

解　由α为锐角，且ｓｉｎα＝
４槡３

７
，得ｃｏｓα＝ １－ｓｉｎ２槡 α＝

１

７
．

又由α、β为锐角，得０＜α＋β＜π，从而

ｓｉｎ（α＋β）＝ １－ｃｏｓ
２（α＋β槡 ）＝

５槡３

１４
．

于是

ｃｏｓβ＝ｃｏｓ（α＋β－α）＝ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓα＋ｓｉｎ（α＋β）ｓｉｎα

＝
１

７
×（－１１１４）＋

４槡３

７
×
５槡３

１４
＝
１

２
．

因为β为锐角，所以β＝
π

３
．

练习６．２（１）

１．化简：

（１）ｃｏｓ（２２°－狓）ｃｏｓ（２３°＋狓）－ｓｉｎ（２２°－狓）ｓｉｎ（２３°＋狓）；

（２）ｃｏｓ（π６＋α）ｃｏｓα＋ｓｉｎ（
π

６
＋α）ｓｉｎα．

２．已知ｓｉｎθ＝－
５

１３
，θ∈（π，３２π）．求ｃｏｓ（θ＋

π

４）的值．
３．证明：

（１）
２ｃｏｓ犃ｃｏｓ犅－ｃｏｓ（犃－犅）

ｃｏｓ（犃－犅）－２ｓｉｎ犃ｓｉｎ犅
＝１；

（２）ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓ
２
β－ｓｉｎ

２α．

　　根据两角差的余弦公式和诱导公式，就可以得到两角和的正

弦公式．事实上，

ｓｉｎ（α＋β）＝ｃｏｓ
π

２
－（α＋β）

熿

燀

燄

燅
＝ｃｏｓ （π２－α）－β

熿

燀

燄

燅

＝ｃｏｓ（π２－α）ｃｏｓβ＋ｓｉｎ（
π

２
－α）ｓｉｎβ

＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ．

将上式中的β用－β代换，就可以得到两角差的正弦公式



６
三角

２８　　　

ｓｉｎ（α－β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ－ｃｏｓαｓｉｎβ．

这样，我们得到两角和与差的正弦公式

ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ，

ｓｉｎ（α－β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ－ｃｏｓαｓｉｎβ．

简记作

ｓｉｎ（α±β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ±ｃｏｓαｓｉｎβ．

例４　利用两角差的正弦公式，求ｓｉｎ１５°的值．

解　ｓｉｎ１５°＝ｓｉｎ（６０°－４５°）

＝ｓｉｎ６０°ｃｏｓ４５°－ｃｏｓ６０°ｓｉｎ４５°

＝
槡６－槡２

４
．

例５　证明：ｓｉｎ（α＋β）ｓｉｎ（α－β）＝ｓｉｎ
２α－ｓｉｎ２β．

证明　左边＝（ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ）（ｓｉｎαｃｏｓβ－ｃｏｓαｓｉｎβ）

＝ｓｉｎ２αｃｏｓ２β－ｃｏｓ
２αｓｉｎ２β

＝ｓｉｎ２α（１－ｓｉｎ２β）－（１－ｓｉｎ
２α）ｓｉｎ２β

＝ｓｉｎ２α－ｓｉｎ２β

＝右边．

所以，原等式成立．

根据两角和的正弦、余弦公式，就可以得到两角和的正切公

式．事实上，

　　ｔａｎ（α＋β）＝
ｓｉｎ（α＋β）

ｃｏｓ（α＋β）
＝
ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ
ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ

＝

ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ
ｃｏｓαｃｏｓβ

ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ
ｃｏｓαｃｏｓβ

＝
ｔａｎα＋ｔａｎβ
１－ｔａｎαｔａｎβ

．

将上式中的β用－β代换，就得到两角差的正切公式

ｔａｎ（α－β）＝
ｔａｎα－ｔａｎβ
１＋ｔａｎαｔａｎβ

．

这样，我们得到两角和与差的正切公式

ｔａｎ（α＋β）＝
ｔａｎα＋ｔａｎβ
１－ｔａｎαｔａｎβ

，

ｔａｎ（α－β）＝
ｔａｎα－ｔａｎβ
１＋ｔａｎαｔａｎβ

．

简记作
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２９　　　

ｔａｎ（α±β）＝
ｔａｎα±ｔａｎβ
１ｔａｎαｔａｎβ

．

不难知道，只要ｔａｎα、ｔａｎβ和ｔａｎ（α±β）均有意义，上面

的公式一定成立．

例６　已知ｔａｎα＝
１

３
，ｔａｎβ＝－２．求：

（１）ｔａｎ（α＋β）；

（２）ｃｏｔ（α－β）．

解　（１）ｔａｎ（α＋β）＝
ｔａｎα＋ｔａｎβ
１－ｔａｎαｔａｎβ

＝

１

３
＋（－２）

１－
１

３
×（－２）

＝－１．

（２）因为

ｔａｎ（α－β）＝
ｔａｎα－ｔａｎβ
１＋ｔａｎαｔａｎβ

＝

１

３
－（－２）

１＋
１

３
×（－２）

＝７，

所以ｃｏｔ（α－β）＝
１

７
．

例７　利用两角和的正切公式，求
１＋ｔａｎ７５°

１－ｔａｎ７５°
的值．

解　方法一：

因为

ｔａｎ７５°＝ｔａｎ（４５°＋３０°）＝
ｔａｎ４５°＋ｔａｎ３０°

１－ｔａｎ４５°ｔａｎ３０°
＝２＋槡３，

所以

１＋ｔａｎ７５°

１－ｔａｎ７５°
＝
１＋（２＋槡３）

１－（２＋槡３）
＝－槡３．

方法二：因为ｔａｎ４５°＝１，所以

　　　
１＋ｔａｎ７５°

１－ｔａｎ７５°
＝
ｔａｎ４５°＋ｔａｎ７５°

１－ｔａｎ４５°ｔａｎ７５°
＝ｔａｎ（４５°＋７５°）

＝ｔａｎ１２０°＝－ｔａｎ６０°＝－槡３．

练习６．２（２）

１．求下列各式的值：

　　（１）ｓｉｎ
５π

１２
ｃｏｓ
π

１２
－ｃｏｓ

５π

１２
ｓｉｎ
π

１２
； （２）

１＋ｔａｎ１５°

１－ｔａｎ１５°
．



６
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３０　　　

２．已知ｃｏｓθ＝－
３

５
，θ∈（０，π）．求ｓｉｎ（θ＋π４）和ｔａｎ（θ－

π

４）的值．
３．证明下列恒等式：

（１）
ｓｉｎ（α＋β）ｓｉｎ（α－β）

ｃｏｓ２αｃｏｓ２β
＝ｔａｎ２α－ｔａｎ２β；（２）ｔａｎ（θ＋π４）＝

１＋ｔａｎθ

１－ｔａｎθ
．

　　 例８　若△犃犅犆不是直角三角形，求证：

ｔａｎ犃＋ｔａｎ犅＋ｔａｎ犆＝ｔａｎ犃ｔａｎ犅ｔａｎ犆．

证明　因为犃＋犅＋犆＝π，且ｔａｎ（犃＋犅）＝
ｔａｎ犃＋ｔａｎ犅

１－ｔａｎ犃ｔａｎ犅
，

所以

　　　ｔａｎ犃＋ｔａｎ犅＝ｔａｎ（犃＋犅）（１－ｔａｎ犃ｔａｎ犅）

＝ｔａｎ（π－犆）（１－ｔａｎ犃ｔａｎ犅）

＝－ｔａｎ犆（１－ｔａｎ犃ｔａｎ犅），

从而

ｔａｎ犃＋ｔａｎ犅＋ｔａｎ犆＝－ｔａｎ犆（１－ｔａｎ犃ｔａｎ犅）＋ｔａｎ犆

＝ｔａｎ犃ｔａｎ犅ｔａｎ犆．

例９　如图６２３，已知点犃 的坐标为（１，２），将犗犃 绕

坐标原点犗逆时针旋转
π

４
至犗犃′．求点犃′的坐标．

解　设以狓轴正半轴为始边、犗犃为终边的角为θ．

由点犃的坐标为（１，２），可得犗犃＝槡５，ｓｉｎθ＝
２槡５

５
，ｃｏｓθ＝

槡５

５
．

设点犃′的坐标为（狓，狔），由犗犃′＝犗犃＝槡５，得

　狓＝犗犃′ｃｏｓ（θ＋π４）＝槡５（ｃｏｓθｃｏｓ
π

４
－ｓｉｎθｓｉｎ

π

４）

＝槡５（槡５５×
槡２

２
－
２槡５

５
×
槡２

２）＝－
槡２

２
，

　狔＝犗犃′ｓｉｎ（θ＋π４）＝槡５（ｓｉｎθｃｏｓ
π

４
＋ｃｏｓθｓｉｎ

π

４）

＝槡５（２槡５５ ×
槡２

２
＋
槡５

５
×
槡２

２）＝
３槡２

２
．

于是，点犃′的坐标为（－槡２２，
３槡２

２ ）．
例１０　把下列各式化为犃ｓｉｎ（α＋φ）（犃＞０）的形式：

（１）
１

２
ｓｉｎα＋

槡３

２
ｃｏｓα；

图６２３
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３１　　　

（２）ｓｉｎα－ｃｏｓα；

（３）犪ｓｉｎα＋犫ｃｏｓα（犪犫≠０）．

解　（１）
１

２
ｓｉｎα＋

槡３

２
ｃｏｓα＝ｓｉｎαｃｏｓ

π

３
＋ｃｏｓαｓｉｎ

π

３
＝ｓｉｎ（α＋π３）．

（２）因为

ｓｉｎα－ｃｏｓα＝槡２（槡２２ｓｉｎα－
槡２

２
ｃｏｓα），

所以

ｓｉｎα－ｃｏｓα＝槡２（ｓｉｎαｃｏｓπ４－ｃｏｓαｓｉｎ
π

４）＝槡２ｓｉｎ（α－
π

４）．

（３）犪ｓｉｎα＋犫ｃｏｓα＝ 犪２＋犫槡 ２（ 犪

犪２＋犫槡 ２
ｓｉｎα＋

犫

犪２＋犫槡 ２
ｃｏｓα）．

注意到（ 犪

犪２＋犫槡 ２
，
犫

犪２＋犫槡 ２）为单位圆上的一点，由正弦及余
弦的定义，存在唯一的角φ∈［０，２π），使得

ｃｏｓφ＝
犪

犪２＋犫槡 ２
，ｓｉｎφ＝

犫

犪２＋犫槡 ２
，

于是有

　　犪ｓｉｎα＋犫ｃｏｓα＝ 犪２＋犫槡 ２（ｓｉｎαｃｏｓφ＋ｃｏｓαｓｉｎφ）

＝ 犪２＋犫槡 ２ｓｉｎ（α＋φ）．

练习６．２（３）

１．在△犃犅犆中，已知ｃｏｓ犃＝
１２

１３
，ｃｏｓ犅＝

８

１７
．求ｓｉｎ犆和ｃｏｓ犆的值．

　　
２．已知ｃｏｓα＝

４

５
，α∈（０，π２），ｓｉｎβ＝

１２

１３
，β∈（π２，π）．求ｓｉｎ（α＋β）和ｃｏｓ（α＋β）的

值，并判断α＋β是第几象限的角．

３．把下列各式化为犃ｓｉｎ（α＋φ）（犃＞０）的形式：

（１）ｓｉｎα＋ｃｏｓα；

（２）－ｓｉｎα＋槡３ｃｏｓα．

２ 二倍角公式

在两角和的正弦、余弦和正切公式中，用β＝α代入，就得

到二倍角的正弦、余弦和正切公式



６
三角

３２　　　

ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα，

ｃｏｓ２α＝ｃｏｓ２α－ｓｉｎ２α，

ｔａｎ２α＝
２ｔａｎα

１－ｔａｎ２α
．

由于ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，因此二倍角的余弦公式还可以表

示为

ｃｏｓ２α＝２ｃｏｓ２α－１＝１－２ｓｉｎ２α．

二倍角公式是两角和公式的特例，简称为倍角公式．

例１１　已知ｓｉｎα＝
４

５
，α∈（π２，π）．求ｓｉｎ２α、ｃｏｓ２α和

ｔａｎ２α的值．

解　由ｓｉｎα＝
４

５
，α∈（π２，π），得

ｃｏｓα＝－ １－ｓｉｎ２槡 α＝－
３

５
，ｔａｎα＝

ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝－
４

３
，

于是

　　ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα＝２×（－３５）×
４

５
＝－
２４

２５
，

　　ｃｏｓ２α＝１－２ｓｉｎ２α＝１－２×（４５）
２

＝－
７

２５
，

　　ｔａｎ２α＝
２ｔａｎα

１－ｔａｎ２α
＝

２×（－４３）
１－（－４３）

２
＝
２４

７
．

例１２　试用ｃｏｓθ表示ｃｏｓ３θ．

解　因为ｃｏｓ３θ＝ｃｏｓ（２θ＋θ）＝ｃｏｓ２θｃｏｓθ－ｓｉｎ２θｓｉｎθ

＝（２ｃｏｓ２θ－１）ｃｏｓθ－２ｓｉｎ２θｃｏｓθ

＝（２ｃｏｓ２θ－１）ｃｏｓθ－２（１－ｃｏｓ２θ）ｃｏｓθ

＝４ｃｏｓ３θ－３ｃｏｓθ，

所以ｃｏｓ３θ＝４ｃｏｓ３θ－３ｃｏｓθ．

这个公式称为三倍角的余弦公式．类似地，可以推导出三倍

角的正弦公式．

例１３　证明：

（１）２ｃｏｓ２θ＋２ｓｉｎθｃｏｓθ－１＝槡２ｓｉｎ（２θ＋π４）；

　　历史上，三倍角
公式曾为求解一元三

次方程提供思路．
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３３　　　

（２）
１＋ｓｉｎ２θ＋ｃｏｓ２θ

１＋ｓｉｎ２θ－ｃｏｓ２θ
＝ｃｏｔθ．

证明　（１）２ｃｏｓ２θ＋２ｓｉｎθｃｏｓθ－１＝ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ２θ

＝槡２（ｓｉｎπ４ｃｏｓ２θ＋ｃｏｓ
π

４
ｓｉｎ２θ）＝槡２ｓｉｎ（２θ＋π４）．

（２）
１＋ｓｉｎ２θ＋ｃｏｓ２θ

１＋ｓｉｎ２θ－ｃｏｓ２θ
＝
１＋２ｓｉｎθｃｏｓθ＋（２ｃｏｓ２θ－１）

１＋２ｓｉｎθｃｏｓθ－（１－２ｓｉｎ２θ）

＝
２ｃｏｓθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）

２ｓｉｎθ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）
＝ｃｏｔθ．

练习６．２（４）

１．利用二倍角公式，求下列各式的值：

　　（１）ｓｉｎ
５π

１２
ｃｏｓ
５π

１２
； （２）ｃｏｓ２２２．５°－ｓｉｎ２２２．５°；

（３）
ｔａｎ１５°

１－ｔａｎ２１５°
．

２．已知ｃｏｓα＝－
槡５

５
，α∈（π２，π）．求ｓｉｎ２α，ｃｏｓ２α和ｔａｎ２α的值．

３．证明下列恒等式：

（１）（ｓｉｎα＋ｃｏｓα）２＝１＋ｓｉｎ２α； （２）ｃｏｓ４α－ｓｉｎ４α＝ｃｏｓ２α；

（３）ｓｉｎ３α＝３ｓｉｎα－４ｓｉｎ３α．

３ 三角变换的应用

在学习两角和与差的公式、二倍角公式的基础上，我们可以

推导出更多的三角恒等关系．如果已知角α的正弦、余弦及正切

值，用二倍角公式就可以得到角２α的相应值．反之，如果已知

角２α的正弦、余弦及正切值，也可以得到角α的相应值．

例１４　用ｃｏｓα分别表示ｓｉｎ２
α

２
，ｃｏｓ２

α

２
及ｔａｎ２

α

２
．

解　因为ｃｏｓα＝１－２ｓｉｎ２
α

２
＝２ｃｏｓ２

α

２
－１，所以

ｓｉｎ２
α

２
＝
１－ｃｏｓα

２
，ｃｏｓ２

α

２
＝
１＋ｃｏｓα

２
，

从而ｔａｎ２
α

２
＝
１－ｃｏｓα

１＋ｃｏｓα
．



６
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３４　　　

从例１４不难得到以下公式：

ｓｉｎ
α

２
＝±

１－ｃｏｓα

２槡 ，

ｃｏｓ
α

２
＝±

１＋ｃｏｓα

２槡 ，

ｔａｎ
α

２
＝±

１－ｃｏｓα

１＋ｃｏｓα槡 ．

它们分别叫做半角的正弦、余弦和正切公式．其中，公式右侧的

“±”号，根据角
α

２
所在的象限由左侧值相应的符号确定．

例如，因为１５°是第一象限的角，所以ｓｉｎ１５°＞０，从而

ｓｉｎ１５°＝
１－ｃｏｓ３０°

２槡 ＝

１－
槡３

２

２槡 ＝
２－槡３

４槡 ＝
８－４槡３

１６槡 ＝
槡６－槡２

４
．

例１５　证明：ｔａｎ
α

２
＝
ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
．

证明　ｔａｎ
α

２
＝

ｓｉｎ
α

２

ｃｏｓ
α

２

＝

２ｓｉｎ
α

２
ｃｏｓ
α

２

２ｃｏｓ２
α

２

＝
ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
．

这样，半角的正切公式又可以表示为

ｔａｎ
α

２
＝
ｓｉｎα

１＋ｃｏｓα
．

半角的正切公式还可以表示为

ｔａｎ
α

２
＝
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

例如，ｔａｎ２２．５°＝
１－ｃｏｓ４５°

ｓｉｎ４５°
＝

１－
槡２

２

槡２

２

＝槡２－１．

例１６　证明：ｓｉｎαｃｏｓβ＝
１

２
［ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（α－β）］．

证明　我们已经知道

　　　　　　ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ，

ｓｉｎ（α－β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ－ｃｏｓαｓｉｎβ，

将上述两式相加，得

ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（α－β）＝２ｓｉｎαｃｏｓβ，
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即

ｓｉｎαｃｏｓβ＝
１

２
［ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（α－β）］．

类似地，利用两角和与差的正弦、余弦公式，就可以得到下

面一组公式：

ｓｉｎαｃｏｓβ＝
１

２
［ｓｉｎ（α＋β）＋ｓｉｎ（α－β）］，

ｃｏｓαｓｉｎβ＝
１

２
［ｓｉｎ（α＋β）－ｓｉｎ（α－β）］，

ｃｏｓαｃｏｓβ＝
１

２
［ｃｏｓ（α＋β）＋ｃｏｓ（α－β）］，

ｓｉｎαｓｉｎβ＝－
１

２
［ｃｏｓ（α＋β）－ｃｏｓ（α－β）］．

它们统称为积化和差公式．

例１７　证明：ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＝２ｓｉｎ
α＋β
２
ｃｏｓ
α－β
２
．

证明　由例１６，有ｓｉｎ狓ｃｏｓ狔＝
１

２
［ｓｉｎ（狓＋狔）＋ｓｉｎ（狓－狔）］，

在其中取狓＝
α＋β
２
，狔＝

α－β
２
，就有

ｓｉｎ
α＋β
２
ｃｏｓ
α－β
２
＝
１

２
（ｓｉｎα＋ｓｉｎβ），

即ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＝２ｓｉｎ
α＋β
２
ｃｏｓ
α－β
２
．

类似地，我们可以得到下面一组公式：

ｓｉｎα＋ｓｉｎβ＝２ｓｉｎ
α＋β
２
ｃｏｓ
α－β
２
，

ｓｉｎα－ｓｉｎβ＝２ｃｏｓ
α＋β
２
ｓｉｎ
α－β
２
，

ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＝２ｃｏｓ
α＋β
２
ｃｏｓ
α－β
２
，

ｃｏｓα－ｃｏｓβ＝－２ｓｉｎ
α＋β
２
ｓｉｎ
α－β
２
．

它们统称为和差化积公式．

积化和差公式与和差化积公式相互等价，都可由两角和与差

的正弦、余弦公式通过恒等变换得到．这两组公式常用来化简比

较复杂的三角表达式．
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练习６．２（５）

１．证明：ｃｏｓαｃｏｓβ＝
１

２
［ｃｏｓ（α＋β）＋ｃｏｓ（α－β）］．

２．证明：ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＝２ｃｏｓ
α＋β
２
ｃｏｓ
α－β
２
．

３．证明：ｔａｎ
α

２
＝
１－ｃｏｓα

ｓｉｎα
．

习题６．２　 　

　犃组

１．利用两角和与差的相应公式，分别求下列各值：

　　（１）ｃｏｓ１０５°； （２）ｓｉｎ１６５°； （３）ｔａｎ
５π

１２
．

２．化简下列各式：

（１）ｃｏｓ（α＋β）ｃｏｓβ＋ｓｉｎ（α＋β）ｓｉｎβ；

（２）ｓｉｎ（θ＋１０５°）ｃｏｓ（θ－１５°）－ｃｏｓ（θ＋１０５°）ｓｉｎ（θ－１５°）；

（３）ｃｏｓ（θ＋π４）＋ｓｉｎ（
π

４
＋θ）；

（４）
ｔａｎ（α－β）＋ｔａｎβ
１－ｔａｎ（α－β）ｔａｎβ

．

３．已知ｓｉｎα＝
８

１７
，ｃｏｓβ＝－

５

１３
，且α、β∈（π２，π）．求ｃｏｓ（α＋β）的值．

４．已知ｓｉｎα＝
５

１３
，ｃｏｓβ＝－

３

５
，且α、β都是第二象限的角．求ｓｉｎ（α－β），ｃｏｓ（α－β）

和ｔａｎ（α－β）的值．

５．已知ｔａｎα＝２，ｔａｎβ＝３，其中α及β均为锐角．求α＋β的值．

６．已知ｓｉｎθ＝－
７

２５
，θ∈（π，３π２）．求ｔａｎ（θ－

π

４）的值．
７．证明下列恒等式：

（１）
ｓｉｎ（α＋β）

ｃｏｓαｃｏｓβ
＝ｔａｎα＋ｔａｎβ；

（２）ｓｉｎ（α＋β）ｃｏｓ（α－β）＝ｓｉｎαｃｏｓα＋ｓｉｎβｃｏｓβ．

８．已知ｃｏｓφ＝－
１

３
，且π＜φ＜

３π

２
．求ｓｉｎ２φ，ｃｏｓ２φ和ｔａｎ２φ的值．
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９．已知等腰三角形的底角的正弦值等于
４

５
，求这个三角形的顶角的正弦、余弦和正

切值．

１０．证明下列恒等式：

（１）１＋ｓｉｎα＝（ｓｉｎα２＋ｃｏｓ
α

２）
２

； （２）８ｓｉｎ４α＝ｃｏｓ４α－４ｃｏｓ２α＋３；

（３）
１＋ｓｉｎα

ｃｏｓα
＝

１＋ｔａｎ
α

２

１－ｔａｎ
α

２

； （４）ｔａｎα＋ｃｏｔα＝
２

ｓｉｎ２α
．

　犅组

１．已知ｓｉｎα－ｓｉｎβ＝－
１

３
，ｃｏｓα－ｃｏｓβ＝

１

２
．求ｃｏｓ（α－β）．

２．已知锐角α、β满足ｃｏｓα＝
４

５
及ｃｏｓ（α＋β）＝

３

５
，求ｓｉｎβ．

３．已知ｔａｎ（π４＋α）＝２，ｔａｎβ＝
１

２
．求下列各式的值：

（１）ｔａｎα；

（２）
ｓｉｎ（α＋β）－２ｓｉｎαｃｏｓβ
２ｓｉｎαｓｉｎβ＋ｃｏｓ（α＋β）

．

４．已知ｃｏｓ（α＋β）＝
１

２
，ｃｏｓ（α－β）＝

１

３
．求ｔａｎαｔａｎβ的值．

５．已知ｓｉｎα＝－
１

４
，α∈（π，３π２），ｃｏｓβ＝

４

５
，β∈（３π２，２π）．判断α＋β是第几象限

的角．

６．用ｃｏｔα和ｃｏｔβ表示ｃｏｔ（α＋β）．

７．把下列各式化成犃ｓｉｎ（α＋φ）（犃＞０）的形式：

（１）槡３ｓｉｎα＋ｃｏｓα； （２）５ｓｉｎα－１２ｃｏｓα．

８．设点犘是以原点为圆心的单位圆上的一个动点，它从初始位置犘０（１，０）出发，沿

单位圆按逆时针方向转动角α（０＜α＜π２）后到达点犘１，然后继续沿单位圆按逆时针方向转

动角π

４
到达点犘２．若点犘２的横坐标为－

３

５
，求点犘１的坐标．

９．若ｓｉｎα＝
８

５
ｓｉｎ
α

２
，求ｃｏｓα．
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探究与实践　 　

已知通过半角公式可以用ｃｏｓα来表示半角
α

２
的正弦、余弦及正切，自然会问：可以

用角α

２
的正弦、余弦及正切中的某一个来分别表示角α的正弦、余弦及正切吗？答案是肯

定的，我们可以用ｔａｎ
α

２
来表示ｓｉｎα、ｃｏｓα及ｔａｎα．这组表达式统称为万能代换公式，

并有着较多的应用．请同学们思考并证明下述万能代换公式：当α≠２犽π＋π（犽∈犣）时，设

狋＝ｔａｎ
α

２
，则成立（１）ｓｉｎα＝

２狋

１＋狋２
；（２）ｃｏｓα＝

１－狋２

１＋狋２
；（３）ｔａｎα＝

２狋

１－狋２
（狋≠１且狋≠－１）．

课后阅读　 　

三角变换公式简史

　　三角变换公式很早就为数学家所熟知．在古希腊时期，由于研究天文的需要，所考察

的主要是球面三角学．数学家托勒密（Ｃ．Ｐｔｏｌｅｍｙ）在其《大汇编》一书中就给出了已知ｓｉｎ犃

及ｓｉｎ犅，求ｓｉｎ（犃＋犅）与ｓｉｎ（犃－犅）的方法，即两角和与差的正弦公式ｓｉｎ（犃±犅）＝

ｓｉｎ犃ｃｏｓ犅±ｃｏｓ犃ｓｉｎ犅．他在书中还详细给出了在知道７２°及６０°的正弦的基础上，如何

求出１２°的正弦的方法，并给出了已知ｓｉｎ犃求ｓｉｎ
犃

２
和ｓｉｎ２犃的方法．在此基础上，他对

从０°到１８０°间所有相差（１２）
°
的角度编制出了正弦表．

虽然很多三角恒等式在托勒密的《大汇编》中都已存在，但法国数学家韦达（Ｆ．Ｖｉèｔｅ）

进行了较为系统的整理、补充和发展．韦达是最早将代数变换方法引入三角学的人，他不

仅给出了和差化积公式，也对狀倍角的ｓｉｎ狀α及ｃｏｓ狀α进行了深入的研究．在研究奇数等

分角的过程中，他发现了一元三次方程狓３－３犪２狓＝犪２犫（犪＞０，犫＞０，犪＞犫２）如下的三角

解法：在三倍角余弦公式ｃｏｓ３α＝４ｃｏｓ３α－３ｃｏｓα中，令
犫

犪
＝２ｃｏｓ３α，就可知狓＝２犪ｃｏｓα为

上述三次方程的一个根．不仅如此，他还根据狀倍角的ｓｉｎ狀α的公式，给出了一个４５次

方程的２３个根（可惜的是，其余的２２个负根均被舍去）．

从三角学发展史看，利用几何知识证明三角变换公式十分常见，韦达就曾用几何知识

证明了和差化积公式．这里我们给出倍角公式的一个几何证明方法．
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　图６２４

如图６２４，犃犅是圆心为犗且半径为１的圆的一条直径，点

犆为圆上一点．连接犆犗，并过点犆作犆犇⊥犃犅，记其垂足为犇．

设∠犆犃犅＝θ，则∠犆犗犅＝２θ．因为犃犅为圆犗的一条直径，所以

∠犃犆犅＝９０°．

在直角三角形犃犆犅中，有犃犆＝２ｃｏｓθ．于是，在直角三角形

犃犆犇中，就有犆犇＝犃犆ｓｉｎθ＝２ｃｏｓθｓｉｎθ及犗犇＝犃犇－犃犗＝

犃犆ｃｏｓθ－１＝２ｃｏｓ２θ－１．

但在直角三角形犆犇犗中，有犆犇＝ｓｉｎ２θ，犗犇＝ｃｏｓ２θ．

比较上面的式子，就得到倍角公式：ｓｉｎ２θ＝２ｓｉｎθｃｏｓθ，ｃｏｓ２θ＝２ｃｏｓ２θ－１．

同学们也可思考其他一些三角变换公式的几何证明．虽然几何方法直观，但在上述公

式的证明过程中，角的限定范围多在０°～９０°或０°～１８０°之间．考虑到一般性，我们在本书

中借助于平面直角坐标系及单位圆来论证三角公式，并利用代换和转化思想得到更多的三

角公式．
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６．３　解三角形

１ 正弦定理

在初中我们已学习了直角三角形的求解问题，但在解决实际

问题时，所遇到的三角形往往不是直角三角形．我们将不是直角

三角形的三角形统称为斜三角形．在三角形的三个角和三条边这

六个元素中，经常会遇到已知其中三个元素（至少一个元素为边）

求其他元素的问题，这称为解三角形．为此，需要知道边和角之

间的数量关系．

例如，某林场为了及时发现火情，设立了两个观测点犃 和

犅．某日两个观测点的林场人员都观测到犆处出现火情．在犃处

观测到火情发生在北偏西４０°方向，而在犅处观测到火情在北偏

西６０°方向．已知犅在犃的正东方向１０ｋｍ处（图６３１），要确

定火场犆分别距犃 及犅 多远．将此问题转化为数学问题：在

△犃犅犆中，已知∠犆犃犅＝１３０°，∠犆犅犃＝３０°，犃犅＝１０ｋｍ．求

犃犆与犅犆的长．

为解答这个斜三角形问题，就要研究斜三角形中边与角之间

的关系．

在△犃犅犆中，无论犃为锐角、直角还是钝角，对边犃犅上

的高犺，都有犺＝犫ｓｉｎ犃，其中犫为边犃犆的长．为了避免分类讨

论，我们借助平面直角坐标系来统一处理．

如图６３２，以△犃犅犆的顶点犃为坐标原点，边犃犅所在

直线为狓轴，建立平面直角坐标系．将角犃、犅及犆所对边的

边长分别记作犪、犫及犮，则点犅、犆 的坐标分别为（犮，０）及

（犫ｃｏｓ犃，犫ｓｉｎ犃），而△犃犅犆的面积犛△犃犅犆＝
１

２
犃犅·犺＝

１

２
犫犮ｓｉｎ犃．

同理可得犛△犃犅犆＝
１

２
犪犮ｓｉｎ犅，犛△犃犅犆＝

１

２
犪犫ｓｉｎ犆．

这就是说，三角形的面积等于任意两边与它们夹角正弦值的

乘积的一半，即三角形的面积公式为

图６３１

图６３２

　　本章以后若不特

别说明，在△犃犅犆 中
角犃、犅、犆所对边的
边长都分别记作犪、

犫、犮．
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犛△犃犅犆＝
１

２
犪犫ｓｉｎ犆＝

１

２
犪犮ｓｉｎ犅＝

１

２
犫犮ｓｉｎ犃．

将上式同时除以
１

２
犪犫犮，就得到

ｓｉｎ犃

犪
＝
ｓｉｎ犅

犫
＝
ｓｉｎ犆

犮
，

即

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

这样，我们就得到了正弦定理：在△犃犅犆中，若角犃、犅

及犆所对边的边长分别为犪、犫及犮，则有

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

例１　如图６ ３ １，在△犃犅犆 中，已知∠犆犃犅＝１３０°，

∠犆犅犃＝３０°，犃犅＝１０ｋｍ．求犃犆与犅犆的长．（结果精确到０．１ｋｍ）

解　在△犃犅犆中，由于犆＝１８０°－１３０°－３０°＝２０°，由正弦

定理，得

犪

ｓｉｎ１３０°
＝
犫

ｓｉｎ３０°
＝
１０

ｓｉｎ２０°
，

从而

犪＝１０×
ｓｉｎ１３０°

ｓｉｎ２０°
≈２２．４（ｋｍ），犫＝１０×

ｓｉｎ３０°

ｓｉｎ２０°
≈１４．６（ｋｍ）．

所以，犃犆长约为１４．６ｋｍ，犅犆长约为２２．４ｋｍ．

利用例１的结果，在本节一开始所考虑的问题中，就可以确

定火场犆的位置．

正弦定理表明三角形的各边和它所对角的正弦的比相等．那

么，这个比的几何意义是什么呢？

例２　已知圆犗是△犃犅犆的外接圆，其圆心为犗，直径

为２犚．试用犚与角犃、犅及犆的正弦来表示三角形三边的边长

犪、犫及犮．

解　由于三角形内角和等于１８０°，因此角犃、犅 及犆中至

少有两个角是锐角，不妨设犃 为锐角，如图６３３所示．过犅

作直径犅犇，并连接犆犇．直径犅犇 所对的圆周角∠犇犆犅＝９０°，

弧犅犆所对的圆周角∠犇＝∠犃，且犅犇＝２犚．于是

　　正弦定理是“大角
对大边”这一几何性质
的定量刻画．

图６３３
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犪＝犅犆＝犅犇ｓｉｎ犇＝犅犇ｓｉｎ犃＝２犚ｓｉｎ犃，

即
犪

ｓｉｎ犃
＝２犚．

这样，由正弦定理就得到

犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
＝２犚（犚为△犃犅犆的外接圆半径），

换言之

犪＝２犚ｓｉｎ犃，犫＝２犚ｓｉｎ犅，犮＝２犚ｓｉｎ犆．

例３　设犚 是△犃犅犆 的外接圆的半径，犛为△犃犅犆 的

面积．求证：

（１）犛＝
犪犫犮

４犚
；

（２）犛＝２犚２ｓｉｎ犃ｓｉｎ犅ｓｉｎ犆．

证明　（１）犛＝
１

２
犪犫ｓｉｎ犆＝

１

２
犪犫·

犮

２犚
＝
犪犫犮

４犚
．

（２）犛＝
１

２
犪犫ｓｉｎ犆＝

１

２
·２犚ｓｉｎ犃·２犚ｓｉｎ犅·ｓｉｎ犆

＝２犚２ｓｉｎ犃ｓｉｎ犅ｓｉｎ犆．

练习６．３（１）

１．在△犃犅犆中，已知犪＝７，犅＝３０°，犆＝８５°．求犮．（结果精确到０．０１）

２．在△犃犅犆中，已知犪＝５，犃＝４０°，犅＝８０°．求犫、犮和面积犛．（结果精确到０．０１）

３．在△犃犅犆中，如果ｓｉｎ２犃＋ｓｉｎ２犅＝ｓｉｎ２犆，试判断该三角形的形状．

２ 余弦定理

正弦定理刻画了三角形中边与角的正弦之间的关系．那么，

三角形中边与角的余弦之间存在什么关系呢？

在图６３２中，由两点间的距离公式，得

　　　犪＝｜犅犆｜＝ （犫ｃｏｓ犃－犮）２＋（犫ｓｉｎ犃－０）槡 ２

＝ （犫ｃｏｓ犃－犮）２＋（犫ｓｉｎ犃）槡 ２，

两边平方，得

犪２＝犫２ｃｏｓ２犃－２犫犮ｃｏｓ犃＋犮２＋犫２ｓｉｎ２犃＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃，

即

犪２＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃．

同理可得

　　能否用其他方法

求解例２？
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犫２＝犪２＋犮２－２犪犮ｃｏｓ犅，

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆．

这样，我们就得到了余弦定理：在△犃犅犆中，设角犃、犅

及犆所对边的边长分别为犪、犫及犮，则有

犪２＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃，

犫２＝犪２＋犮２－２犪犮ｃｏｓ犅，

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆．

余弦定理也可以表示成如下形式：

ｃｏｓ犃＝
犫２＋犮２－犪２

２犫犮
，

ｃｏｓ犅＝
犪２＋犮２－犫２

２犪犮
，

ｃｏｓ犆＝
犪２＋犫２－犮２

２犪犫
．

将余弦定理用于直角三角形，立即可得勾股定理．因此，勾

股定理可视为余弦定理的特例．正弦定理和余弦定理都定量刻画

了三角形的边角关系，是求解三角形的基本工具．我们已在上节

例１中应用正弦定理处理了已知两角和一边求解三角形其他元素

的问题，现在再来研究其他情况．

例４　在△犃犅犆 中，已知犪＝槡６，犫＝槡３＋１，犆＝４５°．

求犮、犃及犅．

解　由余弦定理，得

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆＝６＋（槡３＋１）２－２槡６×（槡３＋１）×
槡２

２
＝４，

故犮＝２．

再由余弦定理，得

ｃｏｓ犃＝
犫２＋犮２－犪２

２犫犮
＝
（槡３＋１）２＋４－６

２×（槡３＋１）×２
＝
１

２
．

因为角犃为三角形的内角，所以犃＝６０°．

由三角形内角和定理，最后可得犅＝１８０°－犃－犆＝７５°．

所以，犮＝２，犃＝６０°，犅＝７５°．

例５　在△犃犅犆中，已知犪＝２，犫＝２槡３，犃＝３０°．求

犅、犆及犮．

　　例４中，如果用正

弦定理求出ｓｉｎ犃＝
槡３

２
，

如何判断犃＝６０°？
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解　方法一：由正弦定理，得

２

ｓｉｎ３０°
＝
２槡３

ｓｉｎ犅
，

所以ｓｉｎ犅＝
槡３

２
，从而犅＝６０°或犅＝１８０°－６０°＝１２０°．

当犅＝６０°时，犆＝１８０°－３０°－６０°＝９０°，再由

２

ｓｉｎ３０°
＝
犮

ｓｉｎ９０°
，

得犮＝４；

当犅＝１２０°时，犆＝１８０°－３０°－１２０°＝３０°，再由

２

ｓｉｎ３０°
＝
犮

ｓｉｎ３０°
，

得犮＝２．

所以，犅＝６０°，犆＝９０°，犮＝４或犅＝１２０°，犆＝３０°，犮＝２．

方法二：由余弦定理，得

２２＝（２槡３）２＋犮２－２×２槡３×犮×ｃｏｓ３０°，

即犮２－６犮＋８＝０，所以犮＝４或犮＝２．

当犮＝４时，ｃｏｓ犅＝
２２＋４２－（２槡３）２

２×４×２
＝
１

２
，所以犅＝６０°，

从而犆＝１８０°－３０°－６０°＝９０°；

当犮＝２时，ｃｏｓ犅＝
２２＋２２－（２槡３）２

２×２×２
＝－
１

２
，所以犅＝１２０°，

从而犆＝１８０°－３０°－１２０°＝３０°．

于是得到结论：

犅＝６０°，犆＝９０°，犮＝４或犅＝１２０°，犆＝３０°，犮＝２．

例６　在△犃犅犆中，已知犪＝４，犫＝５，犮＝６．求角犃的

余弦值和△犃犅犆的面积犛．

解　由余弦定理，得

ｃｏｓ犃＝
犫２＋犮２－犪２

２犫犮
＝
５２＋６２－４２

２×５×６
＝
３

４
．

由此可得

ｓｉｎ犃＝ １－ｃｏｓ２槡 犃＝ １－（３４）槡
２

＝
槡７

４
，

从而

犛＝
１

２
犫犮ｓｉｎ犃＝

１

２
×５×６×

槡７

４
＝
１５

４
槡７．

　　将例５中的数据

犪＝２改为犪＝４，该三
角形只有一解．对于

已知三角形两边及其

中一边所对角的三角

形求解问题，有兴趣
的同学可以深入加以

研究．

　　如例５所示，已
知三角形两边和其中

一边所对的角，解出
来的三角形可能不唯

一确定．而对其他的

情形， 如本节例 ４、
例６和上节中的例１，
都有确定的解．这与

证明三角形全等的条

件之间有联系吗？
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练习６．３（２）

１．在△犃犅犆中，已知犪＝３，犫＝４，犆＝６０°．求犮．

　　２．在△犃犅犆中，已知犃＝４５°，犪＝２槡６，犫＝２槡３．求犅、犆及犮．

３．在△犃犅犆中，已知三边之比为２∶３∶４．求该三角形的最大角的余弦值．

　　 例７　在△犃犅犆中，已知犫２＋犮２－犫犮＝犪２，且
犫

犮
＝
ｔａｎ犅

ｔａｎ犆
．

求证：△犃犅犆为等边三角形．

证明　记△犃犅犆外接圆的半径为犚，由
犫

犮
＝
ｔａｎ犅

ｔａｎ犆
，得

２犚ｓｉｎ犅

２犚ｓｉｎ犆
＝
ｓｉｎ犅·ｃｏｓ犆
ｃｏｓ犅·ｓｉｎ犆

，即ｃｏｓ犅＝ｃｏｓ犆．

又由犅、犆∈（０，π），得犅＝犆，从而犫＝犮．再由犫２＋犮２－犫犮

＝犪２，得犫２＝犪２，从而犪＝犫．

所以，△犃犅犆为等边三角形．

例８　在△犃犅犆 中，已知犪＝５，犫＝４，且三角形面积

犛＝８．求犮．

解　由犛＝
１

２
犪犫ｓｉｎ犆＝８，得ｓｉｎ犆＝

４

５
，所以

ｃｏｓ犆＝± １－ｓｉｎ２槡 犆＝±
３

５
．

当ｃｏｓ犆＝
３

５
时，

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆＝２５＋１６－２×５×４×
３

５
＝１７；

而当ｃｏｓ犆＝－
３

５
时，

犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆＝２５＋１６－２×５×４×（－３５）＝６５．
所以，犮＝槡１７或犮＝槡６５．

为了表示例８中的角犆，我们引入如下记号．

一般地，我们用ａｒｃｓｉｎ犪表示满足ｓｉｎ狓＝犪（０≤犪≤１）的角

狓（狓∈０，π２
熿

燀

燄

燅
）；用ａｒｃｃｏｓ犪表示满足ｃｏｓ狓＝犪（０≤犪≤１）的角狓

（狓∈０，π２
熿

燀

燄

燅
）；用ａｒｃｔａｎ犪 表示满足ｔａｎ狓＝犪（犪≥０）的角狓

（狓∈０，π２））
熿

燀
．这样，由ｓｉｎ

π

６
＝
１

２
就得到ａｒｃｓｉｎ

１

２
＝
π

６
．同理，

　 符号ａｒｃｓｉｎ、ａｒｃｃｏｓ、

ａｒｃｔａｎ在计算器上一

般分别用ｓｉｎ－１、ｃｏｓ－１、

ｔａｎ－１表示．
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有ａｒｃｃｏｓ
槡２

２
＝
π

４
及ａｒｃｔａｎ槡３＝

π

３
．因此，当例８中的角犆为锐角

时，可以表示为ａｒｃｓｉｎ
４

５
或ａｒｃｃｏｓ

３

５
；而当角犆为钝角时，可以

表示为π－ａｒｃｓｉｎ
４

５
或π－ａｒｃｃｏｓ

３

５
．

例９　根据下列条件，分别求角狓：

（１）已知ｓｉｎ狓＝
１

３
；

（２）已知ｃｏｓ狓＝－
３

５
，狓∈［０，π］；

（３）已知ｔａｎ狓＝－３，狓∈（π２，
３π

２）．
解　（１）设锐角α满足ｓｉｎα＝

１

３
，就有α＝ａｒｃｓｉｎ

１

３
．这样，

原式等价于求解ｓｉｎ狓＝ｓｉｎα，从而有狓＝犽π＋（－１）犽α，犽∈犣．

于是，满足条件的角为狓＝犽π＋（－１）犽ａｒｃｓｉｎ
１

３
，犽∈犣．

（２）设锐角α满足ｃｏｓα＝
３

５
，就有α＝ａｒｃｃｏｓ

３

５
．因为

ｃｏｓ（π－α）＝－ｃｏｓα＝－
３

５
，所以原式等价于求解ｃｏｓ狓＝

ｃｏｓ（π－α），从而有狓＝２犽π±（π－ａｒｃｃｏｓ３５），犽∈犣．
又因为狓∈［０，π］，所以狓＝π－ａｒｃｃｏｓ

３

５
．

（３）设锐角α满足ｔａｎα＝３，就有α＝ａｒｃｔａｎ３．因为ｔａｎ（－α）

＝－ｔａｎα＝－３，所以原式等价于求解ｔａｎ狓＝ｔａｎ（－α），从而有

狓＝犽π＋（－ａｒｃｔａｎ３），犽∈犣．

又因为狓∈（π２，
３π

２），所以狓＝π－ａｒｃｔａｎ３．

练习６．３（３）

１．在△犃犅犆中，已知犪＝４，犅＝６０°，其面积为５槡３．求犫．

２．证明：平行四边形中，四边平方和等于对角线平方和．

３．在△犃犅犆中，求证：

（１）
犪２＋犫２

犮２
＝
ｓｉｎ２犃＋ｓｉｎ２犅

ｓｉｎ２犆
；

（２）犪２＋犫２＋犮２＝２（犫犮ｃｏｓ犃＋犪犮ｃｏｓ犅＋犪犫ｃｏｓ犆）．
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４．分别求满足下列条件的角．

（１）ｓｉｎ狓＝
３

５
，狓∈ －

π

２
，π
２

熿

燀

燄

燅
； （２）ｃｏｓ狓＝－

２

３
，狓∈［０，π］；

（３）ｔａｎ狓＝－２，狓∈（－π２，
π

２）； （４）ｓｉｎ狓＝－
２

３
，狓∈犚．

　　解三角形在实际生活中，尤其是在测量方面，有着广泛的应

用．下面通过一些实例来体会解三角形在测量上的应用．

例１０　金茂大厦是改革开放以来上海出现的超高层标志

性建筑．有一位测量爱好者在与金茂大厦底部同一水平线上的犅

处测得金茂大厦顶部犃 的仰角为１５．６６°，再向金茂大厦前进

５００ｍ到达犆处，测得金茂大厦顶部犃的仰角为２２．８１°．请根据

以上数据估算出金茂大厦的高度．（结果精确到１ｍ）

解　根据题意，作出如图６３４所示的示意图，问题转化为

求直角三角形犃犅犇中边犃犇的长．

在△犃犅犆中，∠犃犅犆＝１５．６６°，∠犅犃犆＝２２．８１°－１５．６６°＝

７．１５°，犅犆＝５００ｍ．

由正弦定理，有
５００

ｓｉｎ７．１５°
＝

犃犆

ｓｉｎ１５．６６°
，即

犃犆＝
５００ｓｉｎ１５．６６°

ｓｉｎ７．１５°
≈１０８４．３（ｍ）．

从而犃犇＝犃犆×ｓｉｎ２２．８１°≈４２０（ｍ）．

所以，所估算的金茂大厦高度约为４２０ｍ．

例１１　甲船在距离犃港口２４海里并在南偏西２０°方向的

犆处驻留等候进港，乙船在犃港口南偏东４０°方向的犅处沿直线

行驶入港，甲、乙两船距离为３１海里．当乙船行驶２０海里到达

犇处时，接到港口指令，前往救援忽然发生火灾的甲船．求此时

甲、乙两船之间的距离．

解　根据题意，作出如图６３５所示的示意图，其中

犃犆＝２４，犅犆＝３１，∠犆犃犇＝２０°＋４０°＝６０°．

在△犃犅犆 中，由正弦定理，得
２４

ｓｉｎ∠犃犅犆
＝
３１

ｓｉｎ６０°
，从而

ｓｉｎ∠犃犅犆＝
１２槡３

３１
．

由犃犆＜犅犆，知∠犃犅犆为锐角，故

图６３４

图６３５
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ｃｏｓ∠犃犅犆＝ １－ｓｉｎ２∠槡 犃犅犆＝
２３

３１
．

在△犅犆犇中，由余弦定理，有

　　犆犇＝ 犅犆２＋犅犇２－２犅犇·犅犆·ｃｏｓ∠槡 犃犅犆

＝ ３１２＋２０２－２×３１×２０×
２３

３１槡
＝２１（海里）．

所以，此时甲、乙两船之间的距离为２１海里．

练习６．３（４）

１．某货轮在犃处看灯塔犛在北偏东３０°方向．它以每小时１８海里的速度向正北方向

航行，经过４０分钟航行到犅 处，看灯塔犛在北偏东７５°方向．求此时货轮到灯塔犛的

距离．

２．我缉私船发现位于正北方向的走私船以每小时３０海里的速度向北偏东４５°方向的公

海逃窜，已知缉私船的最大时速是４５海里，为了及时截住走私船，缉私船应以什么方向

追击走私船？（结果精确到０．０１°）

　（第３题）

３．修建铁路时要在一个山体上开挖一隧道，需要测量隧道口

犇、犈之间的距离．测量人员在山的一侧选取点犆，因有障碍物，

无法直接测得犆犈 及犇犈 的距离．现测得犆犃＝４８２．８０ｍ，犆犅＝

６３１．５０ｍ，∠犃犆犅＝５６．３°；又测得犃及犅两点到隧道口的距离分

别是８０．１３ｍ及４０．２４ｍ（犃、犇、犈、犅 在同一直线上）．求隧道

犇犈的长．（结果精确到１ｍ）

习题６．３　 　

　犃组

１．在△犃犅犆中，已知犃＝１２０°，犅＝４５°，犃犆＝２．求犅犆．

　　２．在△犃犅犆中，已知犫＝４０，犮＝３２，犃＝６０°．求犪．

３．在△犃犅犆中，若犪＝７，犫＝８，ｃｏｓ犆＝
１３

１４
．求最大角的余弦值．

４．已知△犃犅犆的面积为３，犪＝３，犫＝２槡２．求犮．

５．在△犃犅犆中，已知犫＝２，犮＝槡２，犅＝４５°．求犆、犪及犃．

６．在△犃犅犆中，若犮＝２，犆＝
π

３
，且其面积为槡３，求犪及犫．
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７．在△犃犅犆中，已知犃犇是∠犅犃犆的内角平分线．求证：
犃犅

犃犆
＝
犅犇

犇犆
．

８．在△犃犅犆中，已知犃犅＝槡３，犅犆＝３，犃犆＝４．求边犃犆上的中线犅犇的长．

９．根据下列条件，分别判断三角形犃犅犆的形状：

（１）犪＝２犫ｃｏｓ犆； （２）ｔａｎ犅＝
ｃｏｓ（犅－犆）

ｓｉｎ犃－ｓｉｎ（犅－犆）
．

１０．如图，自动卸货汽车采用液压机构，设计时需要计算油泵顶杆犅犆的长度．已知

车厢的最大仰角为６０°，油泵顶点犅与车厢支点犃之间的距离为１．９５ｍ，犃犅与水平线之

间的夹角为６°２０′，犃犆的长为１．４ｍ．计算犅犆的长．（结果精确到０．０１ｍ）

（第１０题）

　犅组

１．在△犃犅犆中，若槡３犪＝２犫ｓｉｎ犃，求犅．

２．已知△犃犅犆的面积犛＝
犫２＋犮２－犪２

４
，求犃．

３．在△犃犅犆中，已知犪＝１３，犫＝１４，犮＝１５．

（１）求ｃｏｓ犃；

（２）求△犃犅犆的面积犛．

４．已知三角形两边之和为８，其夹角为６０°．分别求这个三角形周长的最小值和面积的

最大值，并指出面积最大时三角形的形状．

５．求分别满足下列条件的角：

（１）ｓｉｎ狓＝
２

５
，狓∈［０，π］； （２）ｃｏｓ狓＝－

２

３
，狓∈［０，２π］；

（３）ｔａｎ狓＝－
１

２
，狓∈犚．

６．在△犃犅犆中，犃＝６０°，犫＝１，且其面积为槡３．求犪．

７．某船在海面犃处测得灯塔犆在北偏东３０°方向，与犃相距１０槡３海里，且测得灯塔

犅在北偏西７５°方向，与犃相距１５槡６海里．船由犃向正北方向航行到犇 处，测得灯塔犅

在南偏西６０°方向．这时灯塔犆与犇相距多少海里？犆在犇的什么方向？
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　（第８题）

８．如图，为了测定对岸犃、犅两点之间的距离，在河的一

岸定一条基线犆犇，测得犆犇＝１００ｍ，∠犃犆犇＝８０°，∠犅犆犇＝

４５°，∠犅犇犆＝７０°，∠犃犇犆＝３３°．求犃、犅间的距离．（结果精

确到０．０１ｍ）

９．在△犃犅犆中，求证：

（１）
ｃｏｓ２犃

犪２
－
ｃｏｓ２犅

犫２
＝
１

犪２
－
１

犫２
；

（２）（犪２－犫２－犮２）ｔａｎ犃＋（犪２－犫２＋犮２）ｔａｎ犅＝０．

探究与实践　 　

　　　　　　　　　　海伦公式和“三斜求积”公式

　　已知三角形三边边长求三角形面积的问题，据说最早是由古希腊数学家阿基米德

（Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ）解决的，计算公式为犛＝ 狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ）（其中狆＝犪＋犫＋犮２ ）．但
这个公式通常称为海伦公式，因为人们最早见到这个公式出现在海伦（Ｈｅｒｏｎ）的著作《测

地术》中，并在海伦的著作《经纬仪》等书中都给出了证明．

我国南宋著名数学家秦九韶也独立发现了与海伦公式等价的公式，但其证明已经失

传．他在著作《数书九章》卷五“田域类”里指出 “问有沙田一段，有三斜．其小斜十三里，

中斜十四里，大斜十五里，里法三百步，其田几何”，给出的解法为 “以小斜幂并大斜幂

减中斜幂，余半之自乘于上，以小斜幂乘大斜幂减上，余四约之，为实．一为从隅，开平

方得积”．即是说，记三百步为一里，以里为单位，犪＝１３，犫＝１４，犮＝１５，面积可由公式

犛＝
１

４
犪２犮２－（犪

２＋犮２－犫２

２ ）
２熿

燀

燄

燅槡
得出，这就是著名的“三斜求积”公式．秦九韶还对一次同

余式组、高次方程的数值解法、线性方程组等都有深入研究，因此美国科学史家萨顿

（Ｇ．Ｓａｒｔｏｎ）评价他为“他那个民族，那个时代，并且确实也是所有时代最伟大的数学家

之一”．

利用三角形面积公式和余弦定理证明海伦公式和“三斜求积”公式虽有一定难度，但揭

示海伦公式和“三斜求积”公式的等价性并不是太困难，希望同学们加以探究．

课后阅读　 　

三角学发展简史

　　平面三角形的正弦定理是直角三角形边角关系的推广，余弦定理是勾股定理的推广．
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早在我国商代与古希腊时期就已发现了勾股定理（又称毕达哥拉斯定理），但平面三角的正

弦定理与余弦定理却出现得很晚．在古希腊，三角学的起源、发展与天文学密不可分，人

们需要使用三角知识来建立定量的天文学，通过测量天体的运动路线和位置用于报时、航

海、历法推算和地理研究等，因此对球面三角的研究比平面三角更早、更深入．对于平面

测量问题，古希腊人认为利用平面几何知识已经足够．

公元９世纪左右，阿拉伯天文学家阿尔·巴塔尼（ＡｌＢａｔｔａｎｉ）以习题形式给出了

平面上的余弦定理．１５世纪，阿尔·卡西（ＡｌＫａｓｈｉ）给出了余弦定理的下述形式：

犪２＝（犫－犮ｃｏｓ犃）２＋犮２ｓｉｎ２犃．现在所见到的余弦定理是由１６世纪法国数学家韦达首次给

出的．著名天文学家阿尔·比鲁尼（ＡｌＢｉｒｕｎｉ）给出了平面三角形的正弦定理，并给予了

证明．

１４５０年前的三角学主要是球面三角，而大地上的测量学还是采用几何方法．最早将三

角学从天文学中独立出来的代表人物是德国数学家约翰·穆勒（Ｊ．Ｍüｌｌｅｒ），其笔名雷格蒙

塔努斯（Ｊ．Ｒｅｇｉｏｍｏｎｔａｎｕｓ）更广为人知．他在１４６４年完成了５卷本《论各种三角形》．这部

著作首次对三角学作出了系统性阐述，将平面三角、球面几何和球面三角中有关的知识综

合起来，建立了现代三角学的雏形．法国数学家韦达将平面和球面三角进一步系统化并加

以发展．正是由于众多数学家的努力，１６世纪三角学从天文学中分离出来，成为数学的一

个独立分支．

徐光启（１５６２—１６３３），明末科学家，字子先，上海

人．曾译拉丁文ｓｉｎｕｓ为“正弦”，这是现在我们所用“正

弦”这一术语的由来．徐光启等人还编写了《测量法义》和

《测量异同》．在这些著作中，不仅有我们熟悉的正弦定

理，还比较系统地给出了直角三角形和斜三角形的解法．

徐光启将西方的三角知识传播到了中国，并与意大利人

利玛窦（Ｍ．Ｒｉｃｃｉ）合作翻译了《几何原本》的前６卷，被称

为中国近代科学的先驱．
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内容提要　 　

１．正弦、余弦、正切、余切

弧度制：弧长等于半径的弧所对的圆心角叫做１弧度的角．用“弧度”作为单位来度量

角的单位制称为弧度制．

扇形弧长与面积：记扇形的半径为狉，圆心角为α弧度，弧长为犾，面积为犛，则有

犾＝α狉，犛＝
１

２
α狉２．

单位圆：单位圆泛指半径为１个单位的圆．本章中，在平面直角坐标系中，特指出以

原点为圆心、以１为半径的圆为单位圆．

正弦、余弦、正切及余切的定义：在平面直角坐标系中，将角α的顶点与坐标原点犗

重合，始边与狓轴的正半轴重合，在角α的终边上任取异于原点的一点犘（狓，狔），就有

ｓｉｎα＝
狔

狉
，ｃｏｓα＝

狓

狉
，ｔａｎα＝

狔

狓
（狓≠０），ｃｏｔα＝

狓

狔
（狔≠０）．

同角三角公式：

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，ｔａｎα＝
ｓｉｎα

ｃｏｓα
，ｃｏｔα＝

ｃｏｓα

ｓｉｎα
，ｔａｎα·ｃｏｔα＝１．

诱导公式：２犽π＋α（犽∈犣），－α，π±α，
π

２
±α的诱导公式，其规律为口诀：奇变偶

不变，符号看象限．

２．常用三角公式

和角与差角公式：

ｓｉｎ（α±β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ±ｃｏｓαｓｉｎβ，

ｃｏｓ（α±β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ－＋ｓｉｎαｓｉｎβ，

ｔａｎ（α±β）＝
ｔａｎα±ｔａｎβ

１－＋ｔａｎαｔａｎβ
．

倍角公式：

ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα，ｃｏｓ２α＝ｃｏｓ２α－ｓｉｎ２α＝２ｃｏｓ２α－１＝１－２ｓｉｎ２α，ｔａｎ２α＝
２ｔａｎα

１－ｔａｎ２α
．

３．解三角形

正弦定理：
犪

ｓｉｎ犃
＝
犫

ｓｉｎ犅
＝
犮

ｓｉｎ犆
．

余弦定理：

犪２＝犫２＋犮２－２犫犮ｃｏｓ犃，犫２＝犪２＋犮２－２犪犮ｃｏｓ犅，犮２＝犪２＋犫２－２犪犫ｃｏｓ犆．

三角形面积公式：犛△犃犅犆＝
１

２
犪犫ｓｉｎ犆＝

１

２
犪犮ｓｉｎ犅＝

１

２
犫犮ｓｉｎ犃．
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复习题　 　

　犃组

１．选择题：

（１）与ｓｉｎ（θ－π２）一定相等的是 （　　）

Ａ．ｓｉｎ（３π２－θ）； Ｂ．ｃｏｓ（θ－π２）；

Ｃ．ｃｏｓ（２π－θ）； Ｄ．ｓｉｎ（θ＋π２）．
（２）当０＜α＜

π

４
时，化简 １－ｓｉｎ２槡 α的结果是 （　　）

Ａ．ｃｏｓα； Ｂ．ｓｉｎα－ｃｏｓα；

Ｃ．ｃｏｓα－ｓｉｎα； Ｄ．ｓｉｎα＋ｃｏｓα．

２．填空题：

（１）若θ为锐角，则ｌｏｇｓｉｎθ（１＋ｃｏｔ
２θ）＝　　　　；

（２）若－
π

２
＜α＜０，则点（ｃｏｔα，ｃｏｓα）必在第　　　　象限；

（３）若ｓｉｎ（π－α）＝
２

３
，α∈（π２，π），则ｓｉｎ２α＝　　　　．

３．已知圆犗上的一段圆弧长等于该圆的内接正方形的边长，求这段圆弧所对的圆心

角的弧度．

４．已知角α的终边经过点犘（３犪，４犪）（犪≠０），求ｓｉｎα、ｃｏｓα和ｔａｎα．

５．化简：

（１）
ｓｉｎ（θ－５π）

ｔａｎ（３π－θ）
·
ｃｏｔ（π２－θ）
ｔａｎ（θ－３π２）

·
ｃｏｓ（８π－θ）

ｓｉｎ（－θ－４π）
；

（２）ｓｉｎ（θ－π４）＋ｃｏｓ（θ＋
π

４）．

６．已知ｔａｎα＝３，求
１

ｓｉｎ２α＋２ｓｉｎαｃｏｓα
的值．

７．在△犃犅犆中，已知犪＝５，犫＝４，犃＝２犅．求ｃｏｓ犅．

８．已知△犃犅犆的面积为犛，求证：

　　（１）犛＝
犪２ｓｉｎ犅ｓｉｎ犆

２ｓｉｎ（犅＋犆）
； （２）犛＝

犪２

２（ｃｏｔ犅＋ｃｏｔ犆）
．
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９．（１）已知ｓｉｎα＝
槡５

５
，ｓｉｎβ＝

槡１０

１０
，且α及β都是锐角．求α＋β的值；

（２）在△犃犅犆中，已知ｔａｎ犃与ｔａｎ犅是方程狓２－６狓＋７＝０的两个根，求ｔａｎ犆．

１０．证明：（ｓｉｎα＋ｓｉｎβ）
２＋（ｃｏｓα＋ｃｏｓβ）

２＝４ｃｏｓ２
α－β
２
．

　犅组

１．选择题：

（１）若０＜狓＜
π

４
，且ｌｇ（ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ狓）＝

１

２
（３ｌｇ２－ｌｇ５），则ｃｏｓ狓－ｓｉｎ狓的值为 （　　）

Ａ．
槡６

３
； Ｂ．

槡３

２
； Ｃ．

槡１０

５
； Ｄ．

槡５

４
．

（２）下列命题中，真命题为 （　　）

Ａ．若点犘（犪，２犪）（犪≠０）为角α的终边上一点，则ｓｉｎα＝
２槡５

５
；

Ｂ．同时满足ｓｉｎα＝
１

２
，ｃｏｓα＝

槡３

２
的角α有且只有一个；

Ｃ．如果角α满足－３π＜α＜－
５

２
π，那么角α是第二象限的角；

Ｄ．ｔａｎ狓＝－槡３的解集为 狓狓＝犽π－
π

３
，犽∈犣烍

烌

烎
烅
烄

烆
．

２．填空题：

（１）在△犃犅犆中，若犪２＋犫２＋犪犫＝犮２，则犆＝　　　　；

（２）若ｓｉｎθ＝犪，ｃｏｓθ＝－２犪，且θ为第四象限的角，则实数犪＝　　　　．

３．已知ｓｉｎα＝犪ｓｉｎβ，犫ｃｏｓα＝犪ｃｏｓβ，且α及β均为锐角，求证：ｃｏｓα＝
犪２－１

犫２－１槡 ．

４．已知０＜α＜
π

２
＜β＜π，且ｃｏｓβ＝－

１

３
，ｓｉｎ（α＋β）＝

７

９
，求ｓｉｎα的值．

５．已知π＜α＜
３π

２
，π＜β＜

３π

２
，且ｓｉｎα＝－

槡５

５
，ｃｏｓβ＝－

槡１０

１０
．求α－β的值．

６．已知（１＋ｔａｎα）（１＋ｔａｎβ）＝２，且α及β都是锐角．求证：α＋β＝
π

４
．

７．已知α是第二象限的角，且ｓｉｎα＝
槡１５

４
．求

ｓｉｎ（α＋π４）
１＋ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α

的值．

８．证明：

　　（１）
２（１＋ｓｉｎ２α）

１＋ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α
＝１＋ｔａｎα； （２）２ｓｉｎα＋ｓｉｎ２α＝

２ｓｉｎ３α

１－ｃｏｓα
．
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９．根据下列条件，分别判断三角形犃犅犆的形状：

（１）ｓｉｎ犆＋ｓｉｎ（犅－犃）＝ｓｉｎ２犃； （２）
ｔａｎ犃

ｔａｎ犅
＝
犪２

犫２
．

１０．在△犃犅犆中，求证：ｔａｎ
犃

２
ｔａｎ
犅

２
＋ｔａｎ

犅

２
ｔａｎ
犆

２
＋ｔａｎ

犆

２
ｔａｎ
犃

２
＝１．

拓展与思考

１．（１）完成下表（θ为弧度数）：

θ １ ０．５ ０．１ ０．０１ ０．００１

ｓｉｎθ

ｓｉｎθ

θ

（２）观察上表中的数据，你能发现什么规律？

（３）已知０＜θ＜
π

２
，利用图形面积公式证明ｓｉｎθ＜θ＜ｔａｎθ，并应用该公式说明（２）

中猜想的合理性．

２．在△犃犅犆中，已知犃＝３０°，犫＝１８．分别根据下列条件求犅：

（１）①犪＝６，②犪＝９，③犪＝１３，④犪＝１８，⑤犪＝２２；

（２）根据上述计算结果，讨论使犅有一解、两解或无解时犪的取值情况．

３．（１）根据ｃｏｓ５４°＝ｓｉｎ３６°和三倍角公式，求ｓｉｎ１８°的值；

（２）你还能使用其他方法求ｓｉｎ１８°的值吗？若能，请给出你的求法．

　（第４题）

４．如图，要在犃和犇两地之间修建一条笔直的隧道，现在从犅

地和犆地测量得到：∠犇犅犆＝２４．２°，∠犇犆犅＝３５．４°，∠犇犅犃＝３１．６°，

∠犇犆犃＝１７．５°．试求∠犇犃犅 以确定隧道犃犇 的方向．（结果精确到

０．１°）
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７章

三角函数

　　前一章学习了三角，无论是在锐角三角形

中，还是在平面直角坐标系中，我们都是从几

何的角度，把正弦、余弦和正切看成一个比值．

本章我们将从函数的角度看待正弦、余弦和正

切，研究这些三角函数的图像与性质．

与幂函数、指数函数及对数函数不同，三

角函数具有周期性．在现实生活中存在大量的

周期现象，如四季的交替，钟表指针的转动，

弹簧的振动，等等．三角函数是刻画周期现象

最典型的数学模型．根据１９世纪法国数学家傅

里叶（Ｊ．Ｂ．Ｊ．Ｆｏｕｒｉｅｒ）建立的傅里叶级数理论，

一般的周期函数都可以用正弦函数和余弦函数

构成的无穷级数表示，它确认了正弦函数和余

弦函数在周期现象研究中重要而本质的作用，

使三角函数成为分析和解决周期问题的基本工

具，在物理学、工程技术和其他许多领域都有

广泛的应用．
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７．１　　
正弦函数的图像
与性质

我们已经知道，任意一个给定的实数狓都对应着唯一确定的

角（其弧度数等于实数狓），而这个角又对应着唯一确定的正弦值

ｓｉｎ狓．这样，对于任意一个给定的实数狓，都有唯一确定的正弦

值ｓｉｎ狓与之对应．按照这个对应关系所建立的函数叫做正弦函

数，记作狔＝ｓｉｎ狓．正弦函数的定义域是实数集犚．

１ 正弦函数的图像

对任意给定的实数狓，都有ｓｉｎ（狓＋２犽π）＝ｓｉｎ狓，犽∈犣．

这说明当狓的值增加或减少２π的整数倍时，ｓｉｎ狓的值会重复出

现．因此，只要作出正弦函数狔＝ｓｉｎ狓在区间［０，２π］上的图像，

就可以得到正弦函数在犚上的图像．

下面，我们结合单位圆，利用描点法作狔＝ｓｉｎ狓的大致图像．

为了描出狔＝ｓｉｎ狓图像上的某个点犕（α，ｓｉｎα），先在平面

直角坐标系的狓轴上任取一点犗１，以点犗１为圆心的单位圆与狓

轴有两个交点，其中右边的一个交点记作犃（图７１１）．设犘是

此单位圆上一点，∠犃犗１犘＝α，作犘犙 垂直于狓轴，其垂足为

犙．对比以坐标原点犗为圆心的单位圆中角α的终边与单位圆的

交点，可知点犘 的纵坐标为ｓｉｎα，而犙犘 的长是｜ｓｉｎα｜．在狓

轴上取点犖（α，０），将线段犙犘平移至犖犕 的位置使点犙与点犖

重合，从而点 犕 的坐标为（α，ｓｉｎα），这样就得到了函数

狔＝ｓｉｎ狓图像上的一点犕．

图７１１

随着α的变化，可以得到函数狔＝ｓｉｎ狓图像上的其他点．

方便起见，我们先将单位圆犗１分为１２等份（等份数越多，

作出的图像越精确），使得角α的弧度数依次取０、
π

６
、π
３
、π
２
、

　　在本节的阅读材

料中将说明简谐运动

中物体离开平衡位置

的位移关于时间的变

化规律可以借助于正

弦函数来描述．

　　单位圆是作正弦

函数图像的有力工具．

ｓｉｎα就是角α的终边

与以原点为圆心的单

位圆交点的纵坐标．
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…、２π，再借助圆犗１ 得到对应的纵坐标，依次作出函数

狔＝ｓｉｎ狓图像上的点（０，ｓｉｎ０）、（π６，ｓｉｎ
π

６）、（
π

３
，ｓｉｎ

π

３）、

（π２，ｓｉｎ
π

２）、… 、（２π，ｓｉｎ２π），用光滑的曲线将这些点连接起

来，就得到正弦函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的大致图像（图７１２）．

图７１２

因为ｓｉｎ（狓＋２犽π）＝ｓｉｎ狓，犽∈犣，所以函数狔＝ｓｉｎ狓当

狓∈［２π，４π］，狓∈［４π，６π］，…时的图像与狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］

的图像形状完全一样，只需将后者向右平移２π、４π、…就可得

到．同样，函数狔＝ｓｉｎ狓当狓∈［－２π，０］，狓∈［－４π，－２π］，…

时的图像与狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的图像形状也完全一样，只需

将后者向左平移２π、４π、…就可得到．这样，就可以得到函数

狔＝ｓｉｎ狓的图像（图７１３）．正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的图像通常称为

正弦曲线．

图７１３

从图７１２可知，（０，０）、（π２，１）、（π，０）、（
３π

２
，－１）和

（２π，０）是函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］图像的五个关键点．我们描

出这五个点，并用光滑的曲线将它们连接起来，就得到函数狔＝

ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的大致图像（图７１４）．

图７１４
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这种通过五个关键点作出正弦函数大致图像的方法，通常称

为“五点（作图）法”．

例１　用“五点法”作出函数狔＝１－ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的

大致图像，并写出使得狔＜１的狓的取值范围．

解　将五个关键点列表（表７１）如下：

表７１

狓 ０
π

２
π

３π

２
２π

－ｓｉｎ狓 ０ －１ ０ １ ０

１－ｓｉｎ狓 １ ０ １ ２ １

描点并用光滑曲线把它们连接起来，就得到狔＝１－ｓｉｎ狓，

狓∈［０，２π］的大致图像（图７１５）．

图７１５

作出函数狔＝１的图像，如图７１５所示．由图可知，使得

狔＜１的狓的取值范围是（０，π）．

练习７．１（１）

１．作出函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈［－π，π］的大致图像．

２．作出函数狔＝
１

２
－ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］的大致图像，并分别写出使得狔＞０和狔＜０的

狓的取值范围．

３．在同一平面直角坐标系中作出狔＝ｓｉｎ狓和狔＝ｓｉｎ狓＋２的大致图像，并说明它们之

间的关系．

２ 正弦函数的性质

根据正弦函数的定义及图像，可以得到它具有如下主要的

性质．

　　观察图７１５，函
数狔＝－ｓｉｎ狓的图像

与狔＝１－ｓｉｎ狓的图像

有怎样的关系？
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（１）周期性

由正弦曲线（图７１３）可知，正弦函数的值随着自变量的变

化呈现出周期性的变化．这种“周而复始”的变化规律可以用数学

式子表示为

ｓｉｎ（狓＋２π）＝ｓｉｎ狓．

正弦函数的这种性质称为周期性．这样，若记犳（狓）＝ｓｉｎ狓，则

对任意给定的实数狓，都有犳（狓＋２π）＝犳（狓）．一般地，如何用

数学语言来描述一个函数的周期性呢？

定义　对于函数狔＝犳（狓），如果存在一个非零常数犜，使

得当狓取其定义域犇中的任意值时，有狓＋犜∈犇，且成立

犳（狓＋犜）＝犳（狓），

那么函数狔＝犳（狓）就叫做周期函数（ｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ），而这个

非零常数犜就叫做函数狔＝犳（狓）的一个周期（ｐｅｒｉｏｄ）．

对于一个周期函数狔＝犳（狓），如果在它的所有周期中存在

一个最小正数，那么这个最小正数就叫做函数狔＝犳（狓）的最小

正周期．

因为对任意给定的实数狓，都有ｓｉｎ（狓＋２犽π）＝ｓｉｎ狓，

犽∈犣，由周期函数的定义，正弦函数狔＝ｓｉｎ狓是周期函数，而

２犽π（犽∈犣，犽≠０）均是它的周期．可以证明，２π是它的最小正周

期．事实上，若定义域为犚的函数狔＝犳（狓）具有正周期犜，由于

对此函数定义域中任意给定的实数狓，总成立犳（狓＋犜）＝犳（狓），

因此函数狔＝犳（狓＋犜）与函数狔＝犳（狓）必具有完全相同的图像．

换而言之，将函数狔＝犳（狓）的图像向左平移犜 个长度单位，所

得图像与狔＝犳（狓）原来的图像必完全重合．对于正弦函数

狔＝ｓｉｎ狓，对任何给定的犜′（０＜犜′＜２π），因为ｓｉｎ（π２＋犜′）＝

ｃｏｓ犜′≠１，即ｓｉｎ（π２＋犜′）≠ｓｉｎ
π

２
，所以狔＝ｓｉｎ（狓＋犜′）的图像与

狔＝ｓｉｎ狓的图像绝不会相同．这说明正弦函数绝不会有小于２π的

正周期，从而其最小正周期为２π．

例２　求下列函数狔＝犳（狓）的最小正周期：

（１）犳（狓）＝ｓｉｎ３狓；

（２）犳（狓）＝２ｓｉｎ（－１２狓＋
π

３）．
解　（１）因为对于函数狔＝ｓｉｎ３狓的定义域犚内任意给定的

实数狓，有
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　　　　犳（狓）＝ｓｉｎ３狓＝ｓｉｎ（３狓＋２π）

＝ｓｉｎ３（狓＋２π３）＝犳（狓＋
２π

３），

所以
２π

３
是函数狔＝ｓｉｎ３狓的一个正周期．

此外，
２π

３
也是函数狔＝ｓｉｎ３狓的最小正周期．事实上，令

狋＝３狓，狔＝ｓｉｎ３狓可改写为狔＝ｓｉｎ狋，其以狋为自变量的最小正

周期为２π．返回到狓变量，因狓＝
狋

３
，故狔＝ｓｉｎ３狓的最小正周

期为
２π

３
．

（２）因为对于函数狔＝２ｓｉｎ（－１２狓＋
π

３）的定义域犚内任意
给定的实数狓，有

犳（狓）＝－２ｓｉｎ（１２狓－
π

３）
＝－２ｓｉｎ（１２狓－

π

３
＋２π）

＝－２ｓｉｎ
１

２
（狓＋４π）－

π

３

熿

燀

燄

燅

＝２ｓｉｎ －
１

２
（狓＋４π）＋

π

３

熿

燀

燄

燅

＝犳（狓＋４π），

所以４π是函数狔＝２ｓｉｎ（－１２狓＋
π

３）的一个正周期．

此外，４π也是函数狔＝２ｓｉｎ（－１２狓＋
π

３）的最小正周期．事实

上，令狋＝
１

２
狓－
π

３
，原来的函数可改写为狔＝２ｓｉｎ（－狋）＝－２ｓｉｎ狋，

其以狋为自变量的最小正周期为２π．返回到狓变量，因狓＝２狋＋
２π

３
，

故原来函数的最小正周期为４π．

一般地，函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ），狓∈犚（其中犃、ω、φ为

常数，且犃≠０，ω＞０）的最小正周期为犜＝
２π

ω
．

今后，我们可以直接使用这个结果来求这类函数的最小正

周期．

　 　 当 函 数 狔 ＝

犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）中ω 为
负数时，可用诱导公
式把ω化为正数（参见
例２（２））．



７．１　　　正弦函数的图像与性质

６３　　　

例３　已知函数狔＝ｓｉｎ（犽狓＋π３）（其中常数犽≠０）的最小
正周期是２，求犽的值．

解　当犽＞０时，函数狔＝ｓｉｎ（犽狓＋π３）的最小正周期为

犜＝
２π

犽
＝２，由此解得犽＝π．

当犽＜０时，－犽＞０，函数狔＝ｓｉｎ（犽狓＋π３）＝－ｓｉｎ（－犽狓－
π

３），

其最小正周期为犜＝
２π

－犽
＝２，由此解得犽＝－π．

所以，犽的值为±π．

例４　对于函数狔＝ｓｉｎ狓，当狓＝
７π

６
时，ｓｉｎ（狓＋２π３）＝

ｓｉｎ狓能否成立？如果成立，那么
２π

３
是不是狔＝ｓｉｎ狓的周期？为

什么？

解　当狓＝
７π

６
时，

ｓｉｎ（狓＋２π３）＝ｓｉｎ（
７π

６
＋
２π

３）＝ｓｉｎ
１１π

６
＝－ｓｉｎ

π

６
＝－
１

２
，

ｓｉｎ
７π

６
＝－ｓｉｎ

π

６
＝－
１

２
．

故当狓＝
７π

６
时，ｓｉｎ（狓＋２π３）＝ｓｉｎ狓成立．

但是，
２π

３
不是狔＝ｓｉｎ狓的周期．事实上，ｓｉｎ（狓＋２π３）＝

ｓｉｎ狓并不是对函数狔＝ｓｉｎ狓的定义域中一切给定的实数狓都成

立．例如，当狓＝
π

３
时，ｓｉｎ（狓＋２π３）≠ｓｉｎ狓．

练习７．１（２）

１．求下列函数的最小正周期：

　　（１）狔＝－
１

３
ｓｉｎ狓＋１； （２）狔＝３ｓｉｎ（３狓－π６）．

２．当狓＝２犽π＋
４π

３
（犽∈犣）时，ｓｉｎ（狓＋π３）＝ｓｉｎ狓是否成立？如果成立，那么

π

３
是不是

狔＝ｓｉｎ狓的周期？为什么？

３．现实生活中常碰到类似于周期的现象．根据图中标出的尺度估算下列心电图的周
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期．（其中横轴的单位是２ｍｓ，１ｓ＝１０００ｍｓ；纵轴的单位是ｍＶ）

（第３题）

　　由于正弦函数是周期函数，因此研究它的最值和单调性等性

质时，都可以在长度为一个周期的区间上进行．

（２）值域与最值

设角狓的终边与以原点为圆心的单位圆交于点犘（图７１６），

点犘的坐标为（狌，狏）．由正弦的定义，ｓｉｎ狓＝狏，于是有｜ｓｉｎ狓｜

＝｜狏｜≤１．

图７１６

因此，正弦函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈犚的值域为［－１，１］，其最大

值为１，最小值为－１．

考虑到正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的最小正周期为２π，因此只需选

择一个长度为２π的合适的区间来研究其最大值与最小值．取此

区间为［０，２π）．在［０，２π）上，当且仅当狓＝
π

２
时，狔＝ｓｉｎ狓取得

最大值１；当且仅当狓＝
３π

２
时，狔＝ｓｉｎ狓取得最小值－１．

由于正弦函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈犚的最小正周期是２π，因此

当且仅当狓＝２犽π＋
π

２
，犽∈犣时，狔＝ｓｉｎ狓取得最大值１；当且

仅当狓＝２犽π＋
３π

２
，犽∈犣时，狔＝ｓｉｎ狓取得最小值－１．

例５　求下列函数的最大值和最小值，并求出取得最大值

和最小值时所有狓的值：

（１）狔＝－２ｓｉｎ（３狓＋π３）；
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（２）狔＝ｓｉｎ狓＋槡３ｃｏｓ狓；

（３）狔＝ｓｉｎ２狓－ｓｉｎ狓；

（４）狔＝ｓｉｎ２狓＋２槡３ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓＋３ｃｏｓ２狓．

解　（１）令狌＝３狓＋
π

３
，由狓∈犚，得狌能取遍所有实数，

因为狔＝ｓｉｎ狌，狌∈犚的最大值是１，最小值是－１，所以狔＝

－２ｓｉｎ狌，狌∈犚的最大值是２，最小值是－２．

当狔＝－２ｓｉｎ狌取得最大值２时，狌＝２犽π＋
３π

２
（犽∈犣），即

３狓＋
π

３
＝２犽π＋

３π

２
（犽∈犣），狓＝

２犽π

３
＋
７π

１８
（犽∈犣）；

而当狔＝－２ｓｉｎ狌取得最小值－２时，狌＝２犽π＋
π

２
（犽∈犣），即

３狓＋
π

３
＝２犽π＋

π

２
（犽∈犣），狓＝

２犽π

３
＋
π

１８
（犽∈犣）．

（２）狔＝ｓｉｎ狓＋槡３ｃｏｓ狓

＝２（１２ｓｉｎ狓＋
槡３

２
ｃｏｓ狓）

＝２ｓｉｎ（狓＋π３）．

因为－２≤２ｓｉｎ（狓＋π３）≤２，所以狔的最大值是２，此时

狓＋
π

３
＝２犽π＋

π

２
（犽∈犣），

即狓＝２犽π＋
π

６
（犽∈犣）；

而狔的最小值是－２，此时

狓＋
π

３
＝２犽π＋

３π

２
（犽∈犣），

即狓＝２犽π＋
７π

６
（犽∈犣）．

（３）令狋＝ｓｉｎ狓，由狓∈犚，得狋∈［－１，１］，则

狔＝狋
２－狋＝（狋－１２）

２

－
１

４
，狋∈［－１，１］．

因为－１≤狋≤１时，－
３

２
≤狋－

１

２
≤
１

２
，所以０≤（狋－１２）

２

≤

９

４
，从而－

１

４
≤（狋－１２）

２

－
１

４
≤２．
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于是，狔的最大值是２，此时狋－
１

２
＝－
３

２
，狋＝－１，即

ｓｉｎ狓＝－１，狓＝２犽π＋
３π

２
（犽∈犣）；

而狔的最小值是－
１

４
，此时狋－

１

２
＝０，狋＝

１

２
，即

ｓｉｎ狓＝
１

２
，狓＝２犽π＋

π

６
或狓＝２犽π＋

５π

６
（犽∈犣）．

（４）狔＝ｓｉｎ２狓＋２槡３ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓＋３ｃｏｓ２狓

＝（ｓｉｎ２狓＋ｃｏｓ２狓）＋槡３ｓｉｎ２狓＋（２ｃｏｓ２狓－１）＋１

＝槡３ｓｉｎ２狓＋ｃｏｓ２狓＋２

＝２（槡３２ｓｉｎ２狓＋
１

２
ｃｏｓ２狓）＋２

＝２ｓｉｎ（２狓＋π６）＋２．
因为－２≤２ｓｉｎ（２狓＋π６）≤２，所以狔的最大值是４，此时

２狓＋
π

６
＝２犽π＋

π

２
（犽∈犣），即狓＝犽π＋

π

６
（犽∈犣）；而狔的最小

值是０，此时２狓＋
π

６
＝２犽π＋

３π

２
（犽∈犣），即狓＝犽π＋

２π

３
（犽∈犣）．

在现实生活中，我们常常会碰到合理下料、最优设计等方面的

问题，通过建立三角函数模型求最值是其中一种解决问题的方法．

例６　如图７１７，在一个半径为狉的半圆形铁板中，截

取一块矩形犃犅犆犇，使得矩形的顶点犃、犅 在半圆的直径上，

犆、犇在半圆弧上．问：如何截取矩形犃犅犆犇，使其面积达到最

大值？并求出这个最大值．

解　连接犗犆．设∠犆犗犅＝狓，狓∈（０，π２），矩形犃犅犆犇 的
面积为狔，则犃犅＝２狉ｃｏｓ狓，犅犆＝狉ｓｉｎ狓，而

狔＝犃犅·犅犆

＝２狉ｃｏｓ狓·狉ｓｉｎ狓

＝狉２ｓｉｎ２狓，狓∈（０，π２）．
由此可知，当且仅当狓＝

π

４
时，矩形犃犅犆犇的面积狔有最大

值狉２．因此，在半圆形铁板中应截取犃犅＝槡２狉，犅犆＝
槡２

２
狉，这

时矩形犃犅犆犇的面积达到最大值狉２．

图７１７
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练习７．１（３）

１．求下列函数的定义域和值域：

　　（１）狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）； （２）狔＝２ｓｉｎ狓．

２．求下列函数的最大值与最小值：

　（第３题）

（１）狔＝－５＋ｓｉｎ（２狓＋π４）；
（２）狔＝ｃｏｓ２狓＋２ｓｉｎ狓；

（３）狔＝２ｓｉｎ狓·ｃｏｓ狓－槡３ｃｏｓ２狓＋槡３ｓｉｎ２狓．

３．如图，矩形犃犅犆犇 的四个顶点分别在矩形犃１犅１犆１犇１的

四条边上，犃犅＝犪，犅犆＝犫．如果犃犅 与犃１犅１的夹角为α，那

么当α取何值时，矩形犃１犅１犆１犇１的周长最大？

（３）奇偶性

对任意给定的狓∈犚，等式ｓｉｎ（－狓）＝－ｓｉｎ狓都成立，因

此正弦函数狔＝ｓｉｎ狓是一个奇函数，从而其图像关于坐标原点

中心对称．

例７　判断下列函数狔＝犳（狓）的奇偶性，并说明理由：

（１）犳（狓）＝ｓｉｎ｜狓｜；

（２）犳（狓）＝ｓｉｎ（狓＋π２）；

（３）犳（狓）＝ｓｉｎ（狓－π４）．
解　（１）因为函数狔＝ｓｉｎ｜狓｜的定义域为犚，对于任意给定

的狓∈犚，

犳（－狓）＝ｓｉｎ｜－狓｜＝ｓｉｎ｜狓｜＝犳（狓），

所以狔＝ｓｉｎ｜狓｜是一个偶函数．

（２）因为函数狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）的定义域为犚，对于任意给定
的狓∈犚，

犳（－狓）＝ｓｉｎ（－狓＋π２）
＝ｓｉｎ π－（－狓＋π２）

熿

燀

燄

燅

＝ｓｉｎ（狓＋π２）＝犳（狓），
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所以狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）是一个偶函数．
（３）注意到犳（－π４）＝ｓｉｎ（－

π

４
－
π

４）＝ｓｉｎ（－
π

２）＝－１，

犳（π４）＝ｓｉｎ（
π

４
－
π

４）＝ｓｉｎ０＝０．因为

犳（－π４）≠犳（
π

４），且犳（－
π

４）≠－犳（
π

４），

所以狔＝ｓｉｎ（狓－π４）既不是奇函数也不是偶函数．

（４）单调性

由于正弦函数是以２π为最小正周期的周期函数，因此在研

究它的单调区间时，只需选择一个长度为２π的合适的区间进行

考察．方便起见，我们可以在 －
π

２
，
３π

２

熿

燀

燄

燅
上研究正弦函数狔＝ｓｉｎ狓

的单调性．

图７１８

观察函数狔＝ｓｉｎ狓，狓∈ －
π

２
，
３π

２

熿

燀

燄

燅
的图像（图７１８），可以看

到：当狓由－
π

２
增大到π

２
时，曲线上升，ｓｉｎ狓的值随着狓的增大

而增大，由－１增大到１；而当狓由
π

２
增大到

３π

２
时，曲线下降，

ｓｉｎ狓的值随着狓的增大而减小，由１减小到－１．

这就是说，正弦函数狔＝ｓｉｎ狓在 －
π

２
，π
２

熿

燀

燄

燅
上是严格增函数；

在 π

２
，
３π

２

熿

燀

燄

燅
上是严格减函数．

由于正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的最小正周期是２π，因此正弦函数

狔＝ｓｉｎ狓在 ２犽π－
π

２
，２犽π＋

π

２

熿

燀

燄

燅
（犽∈犣）上是严格增函数；在

２犽π＋
π

２
，２犽π＋

３π

２

熿

燀

燄

燅
（犽∈犣）上是严格减函数．

　　在图７ １ ６中，
因为在单位圆上，当

狓 由－
π

２
增大到 π

２
时，点犘 的纵坐标狏
由－１增大到１，且

ｓｉｎ狓＝狏，所以ｓｉｎ狓
的值由－１增大到１．
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例８　利用函数的单调性，比较下列各组数的大小：

（１）ｓｉｎ
６π

５
与ｓｉｎ

７π

６
；

（２）ｓｉｎ
４３π

７
与ｓｉｎ（－４７π８ ）．

解　（１）因为
π

２
＜
７π

６
＜
６π

５
＜
３π

２
，且正弦函数狔＝ｓｉｎ狓

在 π

２
，
３π

２

熿

燀

燄

燅
上是严格减函数，所以ｓｉｎ

６π

５
＜ｓｉｎ

７π

６
．

（２）　　　ｓｉｎ
４３π

７
＝ｓｉｎ（６π＋π７）＝ｓｉｎ

π

７
，

ｓｉｎ（－４７π８ ）＝ｓｉｎ（－６π＋
π

８）＝ｓｉｎ
π

８
．

因为－
π

２
＜
π

８
＜
π

７
＜
π

２
，且正弦函数狔＝ｓｉｎ狓在 －

π

２
，π
２

熿

燀

燄

燅
上

是严格增函数，所以ｓｉｎ
π

７
＞ｓｉｎ

π

８
，即ｓｉｎ

４３π

７
＞ｓｉｎ（－４７π８ ）．

例９　（１）求函数狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）的单调减区间；

（２）求函数狔＝２ｓｉｎ（－２狓＋π６），狓∈（－π，０］的单调增区间．
解　（１）令狌＝狓＋

π

２
，则原来的函数可改写为狔＝ｓｉｎ狌，且

因为狌＝狓＋
π

２
随狓的增大而增大，所以只需考察函数狔＝ｓｉｎ狌的

单调减区间２犽π＋
π

２
，２犽π＋

３π

２

熿

燀

燄

燅
（犽∈犣），即

２犽π＋
π

２
≤狓＋

π

２
≤２犽π＋

３π

２
（犽∈犣）．

由此解得

２犽π≤狓≤２犽π＋π（犽∈犣）．

因此，狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）的单调减区间为［２犽π，２犽π＋π］（犽∈犣）．
（２）因为狔＝２ｓｉｎ（－２狓＋π６）＝－２ｓｉｎ（２狓－

π

６），所以

狔＝２ｓｉｎ（－２狓＋π６）的单调增区间就是狔＝２ｓｉｎ（２狓－
π

６）的单调

减区间，即２犽π＋
π

２
≤２狓－

π

６
≤２犽π＋

３π

２
（犽∈犣）．由此解得

犽π＋
π

３
≤狓≤犽π＋

５π

６
（犽∈犣）．
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又因为狓∈（－π，０］，考虑（－π，０］与 犽π＋
π

３
，犽π＋

５π

６

熿

燀

燄

燅

（犽∈犣）的交集．只有当犽＝－１时，（－π，０］与犽π＋
π

３
，犽π＋

５π

６

熿

燀

燄

燅

（犽∈犣）的交集才非空，且其交集为 －
２π

３
，－
π

６

熿

燀

燄

燅
．

因此，函数狔＝２ｓｉｎ（－２狓＋π６），狓∈（－π，０］的单调增区
间为 －

２π

３
，－
π

６

熿

燀

燄

燅
．

练习７．１（４）

１．判断下列函数的奇偶性，并说明理由：

　　（１）狔＝ｓｉｎ３狓； （２）狔＝｜ｓｉｎ狓｜；

（３）狔＝狓ｓｉｎ狓； （４）狔＝２ｓｉｎ（狓＋π６）．
２．比较下列各组数的大小：

（１）ｓｉｎ（－π１６）和ｓｉｎ（－
π

１３）； （２）ｓｉｎ７１５°和ｓｉｎ（－７２４°）．

３．求下列函数的单调区间：

（１）狔＝ｓｉｎ狓－１； （２）狔＝－ｓｉｎ狓；

（３）狔＝ｓｉｎ（３狓－π４）．

课后阅读　 　

圆周运动与简谐运动

　图７１９

　　一个质量为犿 的质点绕点犗按逆时针方向做匀速圆周运动．设

圆的半径为狉，而质点运动的角速度为ω．以圆心犗为坐标原点，圆

心犗与质点的初始位置犅的连线为狓轴，建立如图７１９所示的平

面直角坐标系．经过一段时间狋，该质点沿圆周从点犅 运动到点

犘（狓，狔）．由于犗犘 为角ω狋的终边，由正弦和余弦的定义，有

狓＝狉ｃｏｓω狋，

狔＝狉ｓｉｎω狋．
烅
烄

烆
这说明匀速圆周运动在水平方向和竖直方向的投影分

别按余弦规律和正弦规律随时间狋而变化．

从物理学知识知道，质点做匀速圆周运动所需要的向心力的大小是犿狉ω２，方向指向
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７１　　　

　图７１１０

圆心．向心力的竖直分力为犉狔＝－犿狉ω
２ｓｉｎω狋＝－犿ω２狔．记常数

犽＝犿ω２，就有犉狔＝－犽狔，从而质点所受合力的竖直分力与竖直

位移成正比且方向相反，这正和简谐运动中质点（如图７１１０中

连接在弹簧上的小球）的受力情况相仿．由此类比，我们知道匀速

圆周运动在竖直方向上的投影就是一个简谐运动，它的位移随时间的变化关系为狔＝犃ｓｉｎω狋．

更一般地，如果不要求狋＝０时狔＝０，就有狔＝犃ｓｉｎ（ω狋＋φ）．

习题７．１　 　

　犃组

１．作出下列函数的大致图像：

　　（１）狔＝１＋ｓｉｎ狓，狓∈［０，２π］； （２）狔＝｜ｓｉｎ狓｜，狓∈犚．

２．求下列函数的最小正周期：

（１）狔＝１＋ｓｉｎ
２

７
狓，狓∈犚； （２）狔＝

１

３
ｓｉｎ（－３狓＋π３），狓∈犚．

３．已知函数狔＝２ｓｉｎ（２ω狓－π４）（其中常数ω≠０）的最小正周期为２，求ω的值．
４．求下列函数的最大值和最小值，并指出使其取得最大值和最小值时的所有狓值的集合：

（１）狔＝２－３ｓｉｎ狓，狓∈犚； （２）狔＝－ｓｉｎ２狓＋２ｓｉｎ狓＋２，狓∈犚；

（３）狔＝２ｓｉｎ狓－５，狓∈ －
π

３
，
５π

６

熿

燀

燄

燅
； （４）狔＝ｃｏｓ２狓－ｓｉｎ狓，狓∈犚．

５．判断下列函数的奇偶性，并说明理由：

（１）狔＝－２ｓｉｎ狓；　　　　（２）狔＝
ｓｉｎ狓

狓
；　　　　（３）狔＝

狓

１＋ｓｉｎ狓
．

６．利用函数的单调性，比较下列各组数的大小：

（１）ｓｉｎ
３π

１１
与ｓｉｎ

５π

１２
； （２）ｓｉｎ（－７６π１１）与ｓｉｎ

８５π

１２
．

７．求下列函数的单调区间：

（１）狔＝２－ｓｉｎ狓； （２）狔＝３ｓｉｎ（狓３＋
π

４）．
８．求下列函数的值域：

（１）狔＝３ｓｉｎ狓＋槡３ｃｏｓ狓； （２）狔＝ｓｉｎ２狓＋４ｓｉｎ狓．

９．求函数狔＝２ｓｉｎ狓－１的零点．

　犅组

１．可以利用正弦函数狔＝ｓｉｎ狓和狔＝
１

２
的图像，并结合正弦函数的周期性来求解不等



７
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７２　　　

式ｓｉｎ狓≥
１

２
．请根据上述方法求函数狔＝ ２ｓｉｎ狓槡 －１的定义域．

２．求函数狔＝ｓｉｎ
狓

２
＋ｃｏｓ

狓

２
的单调减区间．

３．已知函数狔＝
槡３

２
ｓｉｎ２犽狓＋ｃｏｓ２犽狓（其中常数犽＞０）的最小正周期为π，求犽的值．

４．求函数狔＝ｓｉｎ（狓＋π６），狓∈ －
π

３
，π
２

熿

燀

燄

燅
的值域．

５．求函数狔＝ｓｉｎ
４狓＋ｃｏｓ４狓的最小正周期与最值．

６．设半圆犗的直径为２，而犃为直径延长线上的一点，且犗犃＝２．对半圆上任意给

定的一点犅，以犃犅为一边作等边三角形犃犅犆，使△犃犅犆和△犃犅犗在犃犅的两侧（如图

所示）．求四边形犗犃犆犅面积的最大值，并求使四边形犗犃犆犅面积取得最大值时的∠犃犗犅

的大小．

（第６题）

　　　　　

（第７题）

７．如图，函数狔＝犳（狓）（狓∈犚）的图像由折线段组成，且当狓取偶数时，对应的狔的

值为０；而当狓取奇数时，对应的狔的值为２．

（１）写出函数狔＝犳（狓）的最小正周期；

（２）作出函数狔＝犳（狓－１）的图像．
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７３　　　

７．２　　
余弦函数的图像
与性质

我们知道，对于任意一个给定的实数狓，都有唯一确定的余

弦值ｃｏｓ狓与之对应．按照这个对应关系所建立的函数叫做余弦

函数，记作狔＝ｃｏｓ狓．余弦函数的定义域是实数集犚．

１ 余弦函数的图像

怎样作余弦函数狔＝ｃｏｓ狓的图像呢？

当然，我们可以像对正弦函数狔＝ｓｉｎ狓一样，把任意角狓

的余弦值ｃｏｓ狓用角的终边与单位圆的交点的横坐标表示，用描

点法作出余弦函数的图像．

但是，由于已经知道了正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的图像，我们可

以简便地利用余弦函数与正弦函数的关系来作出余弦函数的图

像．事实上，由于ｃｏｓ狓＝ｓｉｎ（狓＋π２）对任意的狓∈犚都成立，因

此余弦函数狔＝ｃｏｓ狓与函数狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）是同一个函数，从而

它们的图像相同．由于将正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的图像向左平移
π

２
就

得到函数狔＝ｓｉｎ（狓＋π２）的图像，即狔＝ｃｏｓ狓的图像（图７２１）．
余弦函数的图像通常称为余弦曲线．

图７２１

观察余弦函数的图像，并对比正弦曲线，可知余弦曲线在区

间［０，２π］上的五个关键点的坐标是（０，１）、（π２，０）、（π，－１）、

如图，拨动弹簧
片后，弹簧片端点离
开平衡位置的位移狊
随时间狋呈余弦曲线

的变化规律．
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（３π２，０）、（２π，１）．

２ 余弦函数的性质

利用余弦函数狔＝ｃｏｓ狓与正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的关系ｃｏｓ狓＝

ｓｉｎ（狓＋π２），由正弦函数的性质就容易推出余弦函数的性质：
（１）余弦函数狔＝ｃｏｓ狓是周期函数，２犽π（犽∈犣，犽≠０）均

是它的周期，而２π是它的最小正周期．

（２）余弦函数狔＝ｃｏｓ狓的值域是［－１，１］．

当且仅当狓＝２犽π（犽∈犣）时，狔＝ｃｏｓ狓取得最大值１；而当

且仅当狓＝２犽π＋π（犽∈犣）时，狔＝ｃｏｓ狓取得最小值－１．

（３）余弦函数狔＝ｃｏｓ狓是偶函数，其图像关于狔轴对称．

（４）余弦函数狔＝ｃｏｓ狓在区间［２犽π－π，２犽π］（犽∈犣）上是严

格增函数，而在区间［２犽π，２犽π＋π］（犽∈犣）上是严格减函数．

例１　求下列函数的最大值与最小值，并求出取得最大值

和最小值时所有狓的值：

（１）狔＝ｃｏｓ２狓－４ｃｏｓ狓＋１，狓∈犚；

（２）狔＝ｃｏｓ
狓

２
，狓∈ －

４π

３
，π
２

熿

燀

燄

燅
．

解　（１）令狋＝ｃｏｓ狓，则

狔＝狋
２－４狋＋１＝（狋－２）２－３，狋∈［－１，１］．

当－１≤狋≤１时，有－３≤狋－２≤－１，从而１≤（狋－２）２≤９，

于是－２≤（狋－２）２－３≤６．

这样，狔的最大值是６，此时狋－２＝－３，狋＝－１，即

ｃｏｓ狓＝－１，狓＝２犽π＋π（犽∈犣）；

而狔的最小值是－２，此时狋－２＝－１，狋＝１，即

ｃｏｓ狓＝１，狓＝２犽π（犽∈犣）．

（２）令狌＝
狓

２
，则

狔＝ｃｏｓ狌．

由狓∈ －
４π

３
，π
２

熿

燀

燄

燅
，有－

２π

３
≤
狓

２
≤
π

４
，即狌∈ －

２π

３
，π
４

熿

燀

燄

燅
．

由余弦函数的性质可知，狔＝ｃｏｓ狌在区间 －
２π

３
，０

熿

燀

燄

燅
上是严
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格增函数，而在０，
π

４

熿

燀

燄

燅
上是严格减函数．

又因为

ｃｏｓ（－２π３）＝ｃｏｓ
２π

３
＝－
１

２
，ｃｏｓ０＝１，ｃｏｓ

π

４
＝
槡２

２
，

所以狔的最大值是１，此时狌＝０，即
狓

２
＝０，从而狓＝０；狔的最

小值是－
１

２
，此时狌＝－

２π

３
，即

狓

２
＝－
２π

３
，从而狓＝－

４π

３
．

例２　求函数狔＝２ｃｏｓ（２狓－π３）的最小正周期及单调增
区间．

解　因为

　　　　２ｃｏｓ（２狓－π３）＝２ｓｉｎ
π

２
＋（２狓－π３）

熿

燀

燄

燅

＝２ｓｉｎ（２狓＋π６），

而狔＝２ｓｉｎ（２狓＋π６）的最小正周期是
２π

２
＝π，所以函数

狔＝２ｃｏｓ（２狓－π３）的最小正周期是π．
由余弦函数的单调性可知，当２犽π－π≤２狓－

π

３
≤２犽π

（犽∈犣），即犽π－
π

３
≤狓≤犽π＋

π

６
（犽∈犣）时，函数狔＝

２ｃｏｓ（２狓－π３）是严格增函数， 即此函数的单调增区间是

犽π－
π

３
，犽π＋

π

６

熿

燀

燄

燅
（犽∈犣）．

练习７．２

１．已知函数狔＝ｃｏｓ（ω狓＋π５）（其中常数ω＞０）的最小正周期为４π，求ω的值．
２．判断下列函数的奇偶性，并说明理由：

　　（１）狔＝狓ｃｏｓ狓； （２）狔＝
ｓｉｎ狓

１－ｃｏｓ狓
；

（３）狔＝
ｃｏｓ狓

１－ｓｉｎ狓
．

３．求函数狔＝２ｃｏｓ（狓２－
π

６）的最小正周期及单调区间．



７
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７６　　　

习题７．２　 　

　犃组

１．作出下列函数的大致图像：

　　（１）狔＝２ｃｏｓ狓－１，狓∈［０，２π］； （２）狔＝｜ｃｏｓ狓｜，狓∈犚．

２．求下列函数的最小正周期：

（１）狔＝ｃｏｓ
狓

３
； （２）狔＝２ｃｏｓ（－２狓＋π６）．

３．求下列函数的最大值和最小值，并指出使其取得最大值和最小值时狓的集合：

（１）狔＝３ｃｏｓ２狓，狓∈犚； （２）狔＝ｃｏｓ狓－ｓｉｎ２狓，狓∈犚．

４．判断下列函数的奇偶性，并说明理由：

（１）狔＝ｓｉｎ２狓＋ｃｏｓ狓； （２）狔＝２ｓｉｎ狓＋ｃｏｓ２狓；

（３）狔＝
狓

１＋ｃｏｓ狓
．

５．求函数狔＝ｃｏｓ２狓，狓∈ －
π

６
，
２π

３

熿

燀

燄

燅
的单调区间和值域．

　犅组

１．函数狔＝１－２ｓｉｎ
２（狓－π４）是 （　　）

Ａ．最小正周期为π的奇函数； Ｂ．最小正周期为π的偶函数；

Ｃ．最小正周期为
π

２
的奇函数； Ｄ．最小正周期为

π

２
的偶函数．

２．设函数狔＝ｓｉｎ（狓２＋φ）（其中常数φ∈［０，π］）是犚上的偶函数，求φ的值．
３．已知狔＝ｓｉｎ狓和狔＝ｃｏｓ狓 的图像的连续三个交点犃、犅、犆 构成△犃犅犆，求

△犃犅犆的面积．
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７７　　　

７．３　
函数狔＝犃狊犻狀（ω狓＋φ）
的图像

在现实生活中，我们知道钟表分针的转动具有周期现象．怎

样用函数来描述这种周期现象呢？

如图７３１，假设分针的旋转中心到针尖末端的长度为犃，

设狋＝０分时，分针针尖指向点犘０，随着狋的增加，分针沿顺时

针方向走动，设经过狋分钟，针尖指向点犘．

以分针的旋转中心为坐标原点，建立如图７３１所示的平面

直角坐标系．设指向点犘的针尖末端对应的点的纵坐标为狔，因

为分针每分钟旋转π

３０
弧度，所以针尖末端对应的点在角－

π

３０
狋＋
π

６

（弧度）的终边上，从而其纵坐标狔关于时间狋变化的函数关系为

狔＝犃ｓｉｎ（－π３０狋＋
π

６），狋∈［０，＋∞）．
在物理学和工程技术的许多问题中，经常也会遇到形如

狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）的函数（其中犃、ω、φ均是常数）．例如，物

体做简谐运动（如单摆或弹簧的振动）的过程中，物体离开平衡位

置的位移狔与时间狓的关系为

狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０）．

上式中，犃是物体振动时离开平衡位置的最大距离，称为该

振动的振幅（ａｍｐｌｉｔｕｄｅ）．犃越大，振动的幅度越大．

单摆或弹簧往复振动一次所需的时间犜＝
２π

ω
称为该振动的

周期（即前面所说的最小正周期）．ω越大，振动的周期越小．

在单位时间内振动的次数犳＝
１

犜
＝
ω

２π
称为该振动的频率

（ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ），而ω＝２π犳相应地称为圆频率．ω越大，振动的频

率越大．

ω狓＋φ称为该振动的相位（ｐｈａｓｅ）．当狓＝０时的相位φ称为

初始相位（ｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅ）．

下面，我们借助于计算器（机）来探讨犃、ω、φ的变化对函

数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０）图像的影响．

图７３１

　　弹簧下端挂着砝

码上 下 振 动．若 从

狓＝０时刻开始，每间
隔 一 小 段 时 间 （如

０．１ｓ）给弹簧和砝码拍
一张照片，并按时间
顺序，将弹簧顶端对
齐 排 成 一 列 得 到

图７３２．

图７３２

　　若函数

狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）
中犃＜０或ω＜０，我
们可以用诱导公式将

它化为犃＞０且ω＞０．
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例１　当函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０）中的常数

犃、ω、φ分别取下列各组值时，用计算器（机）在同一平面直角

坐标系中作出它们的图像：

（１）犃＝２，ω＝１，φ＝０；

（２）犃＝１，ω＝２，φ＝０；

（３）犃＝１，ω＝１，φ＝
π

２
．

解　用计算器（机）可作出相应的图像，如图７３３所示：

图７３３

把例１中的三个函数的图像与正弦函数狔＝ｓｉｎ狓的图像进

行比较，可以看到，当犃 增大时，图像的振幅增大；当ω增大

时，图像相邻的两个零点的差的绝对值减小，即周期减小；而当

φ增加一个正数值时，正弦曲线向左平移相应的值．

我们已经知道函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０）的定义

域为犚，值域为［－犃，犃］，最小正周期为
２π

ω
．那么，如何作出函

数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）的大致图像呢？

我们可先用“五点法”作出它在长度为一个周期的区间内的大

致图像，再向左、右不断平移，就可以得到函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）

的大致图像．

例２　作出函数狔＝３ｓｉｎ（２狓＋π４）的大致图像，并指出其
振幅、频率和初始相位．

解　函数狔＝３ｓｉｎ（２狓＋π４）的最小正周期犜＝
２π

２
＝π．

由０≤２狓＋
π

４
≤２π，可得－

π

８
≤狓≤

７π

８
．我们先用“五点法”

作出此函数在区间 －
π

８
，
７π

８

熿

燀

燄

燅
上的大致图像．

令狋＝２狓＋
π

４
，将五个关键点列表（表７２）如下：
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表７２

狋＝２狓＋
π

４
０

π

２
π

３π

２
２π

狓 －
π

８

π

８

３π

８

５π

８

７π

８

３ｓｉｎ（２狓＋π４） ０ ３ ０ －３ ０

描点并用光滑曲线把它们连接起来．由于此函数的周期为π，

我们可以把此函数在区间 －
π

８
，
７π

８

熿

燀

燄

燅
上的大致图像向左、右不断

地平移，就可以得到狔＝３ｓｉｎ（２狓＋π４）的大致图像（图７３４）．

这个函数的振幅为３，频率为犳＝
ω

２π
＝
１

π
，初始相位为π

４
．

图７３４

例３　已知交流电的电流强度犐关于时间狋的函数为犐＝

犐０ｓｉｎ（ω狋＋φ），其中犐０＞０，ω＞０，０≤φ＜２π．根据图像求出它

的周期、频率和电流的最大值，并写出犐０、ω和φ的值．

图７３５

解　由图像可以看出，这个交流电的周期犜＝０．０２ｓ，频率

犳＝
１

犜
＝
１

０．０２
＝５０Ｈｚ，电流的最大值为１０Ａ．

　　当狋＝２狓＋
π

４

取０、
π

２
、π、

３π

２
、２π

时，相对应的点是作

狔＝３ｓｉｎ（２狓＋π４），
狓∈ －

π

８
，
７π

８［ ］图 像
的五个关键点．
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在犐＝犐０ｓｉｎ（ω狋＋φ）中，犐０＝１０，ω＝
２π

犜
＝
２π

０．０２
＝１００π．

再把点 （犜４，１０）即（０．００５，１０）代入犐＝犐０ｓｉｎ（ω狋＋φ），得

ｓｉｎ（π２＋φ）＝１．又因为０≤φ＜２π，所以φ＝０．

练习７．３

１．作出下列函数的大致图像：

　　（１）狔＝ｓｉｎ（狓＋π６）； （２）狔＝３ｓｉｎ（２狓－π３）．

２．下列函数中，与函数狔＝５ｓｉｎ（３狓＋π４）的图像形状相同的是 （　　）

Ａ．狔＝８ｓｉｎ（３狓＋π４）； Ｂ．狔＝３ｓｉｎ（５狓＋π４）；

Ｃ．狔＝５ｓｉｎ２（狓＋π４）； Ｄ．狔＝５ｓｉｎ３（狓＋π４）．
３．下图是函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）的图像，请根据图中的信息，写出该图像的一个函数

表达式．

（第３题）

探究与实践　 　

潮汐的函数模拟

　　在月亮和太阳的引力作用下，海水水面发生的周期性涨落现象叫做潮汐．一般早潮叫

潮，晚潮叫汐．下面是某港有一天记录的潮汐高度（ｃｍ）与相应时间（ｈ）的关系表（表７３）和

潮汐曲线图（图７３６）：

表７３

时间／ｈ １
１３

２０
８
１９

３０
１３
５３

６０
２０
７

１０

潮汐高度／ｃｍ ４７８ １１２ ４６１ １１６

　　在例３中确定初

相φ时，若把点（０，０）
代入函数表达式，得

ｓｉｎφ＝０，并取φ＝π，
这种做法对吗？为什

么？
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图７３６

请根据以上数据，选择适当的函数模型，写出潮汐高度狔（ｃｍ）关于时间狋（ｈ）的函数

的近似表达式．

课后阅读　 　

声音中的三角函数

　　当我们演奏钢琴、小提琴等乐器时，其琴弦振动引起周围空气的振动，这些振动再传

到我们的耳膜引起耳膜振动，我们就能听到美妙的音乐了．虽然这些振动变化非常复杂，

但它们都有明显的周期性，可以用三角函数来描述．

音叉振动产生的声音是纯音，可以用函数犃ｓｉｎ（ω狋＋φ）来表示，其中振幅犃 决定音

量的大小，频率犳＝
ω

２π
决定音调的高低．频率高的声音尖利，而频率低的声音低沉．纯音

的频率固定，很简单，但它听起来非常单调．

钢琴或小提琴等乐器产生的音都不是纯音，但它们可以分解为各种纯音的和，其中频

率最低的纯音称为基音，其他的称为泛音．不同乐器奏出同一个音符时，其基音相同，但

泛音各不相同，形成了乐器的音色．泛音的频率是基音频率的倍数，由微积分中的傅里叶

级数展开，可知一个乐器的振动可以写为

犃０＋犃１ｓｉｎ（ω狋＋φ１）＋犃２ｓｉｎ（２ω狋＋φ２）＋犃３ｓｉｎ（３ω狋＋φ３）＋…．

在音乐会上，当多种乐器同时演奏时，我们可以通过泛音来辨别出不同乐器所发出的

声音．

既然音叉和乐器发出的声音都是振动，我们也可以通过比较两个声音的差别来调校

乐器．例如，可以用标准音叉来调准钢琴某个键的发音．简单起见，设某标准音叉和钢

琴某个键发出的音量大小相同，即这两个振动的振幅相同，于是这两个振动可分别记作

犃ｓｉｎ（ω１狋＋φ１）和犃ｓｉｎ（ω２狋＋φ２），其中ω１及ω２分别为两者的圆频率．当这两个振动合

成时，由和差化积公式，合成后的振动可以表示为
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　犃ｓｉｎ（ω１狋＋φ１）＋犃ｓｉｎ（ω２狋＋φ２）

＝２犃ｓｉｎ（ω１＋ω２２
狋＋
φ１＋φ２

２ ）ｃｏｓ（ω１－ω２２
狋＋
φ１－φ２

２ ）．
当两者的频率很接近，即ω１和ω２很接近时，ｃｏｓ（ω１－ω２２

狋＋
φ１－φ２

２ ）的频率很低，
会产生如下合成后的振动图像（图７３７）：

图７３７

这时，我们可以听到时响时轻的拍音．调整琴键的频率直到听不到拍音时，就得到ω１

≈ω２，这个键就校准好了．

习题７．３　 　

　犃组

１．当函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０）中的常数犃、ω、φ分别取下列各组值时，

在同一平面直角坐标系中分别作出它们的图像：

　　（１）犃＝
１

２
，ω＝１，φ＝０； （２）犃＝１，ω＝

１

２
，φ＝０；

（３）犃＝１，ω＝１，φ＝－
π

２
．

２．求函数狔＝槡２ｓｉｎ（３０π狓－π１２）的振幅、频率和初始相位．

３．已知某交流电流犐（Ａ）随时间狋（ｓ）的变化规律可以用函数犐＝８ｓｉｎ（１００π狋－π２），
狋∈［０，＋∞）表示．求这种交流电流在０．５ｓ内往复运行的次数．

４．作出函数狔＝２ｓｉｎ（１２狓＋
π

６）的大致图像．

　（第５题）

５．如图，弹簧挂着的小球上下振动．设小球相对于平衡位置（即

静止时的位置）的距离犺（ｃｍ）与时间狋（ｓ）之间的函数表达式是

犺＝２ｓｉｎ（π狋＋π４），狋≥０，作出这个函数的大致图像，并回答下列
问题：

（１）小球开始振动（即狋＝０）时的位置在哪里？

（２）小球最高点和最低点与平衡位置的距离分别是多少？
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（３）经过多少时间小球往复振动一次？

（４）每秒钟小球往复振动多少次？

　犅组

　（第２题）

１．作出函数狔＝ｓｉｎ狓＋槡３ｃｏｓ狓的大致图像．

２．如图，已知函数狔＝犃ｃｏｓ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０，

０＜φ＜２π）的图像与狔轴的交点为（０，１），并已知其在狔轴

右侧的第一个最高点和第一个最低点的坐标分别为（狓０，２）

和（狓０＋２π，－２）．求此函数的表达式．

３．三相交流电的插座上有四个插孔，其电压分别为

犝０＝０，犝１＝犃ｓｉｎω狋，犝２＝犃ｓｉｎ（ω狋＋２π３），犝３＝犃ｓｉｎ（ω狋＋
４π

３），
其中ω＝１００πｒａｄ／ｓ，犃＝２２０槡２Ｖ．记犝２－犝１，犝３－犝２，犝１－犝３的最大值分别为犢１、

犢２、犢３，试计算三相交流电的线电压的有效值
犢１

槡２
、
犢２

槡２
及
犢３

槡２
．
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７．４　　
正切函数的图像
与性质

由正切的定义可知，对于任意一个给定的实数狓，只要狓≠

犽π＋
π

２
（犽∈犣），都有唯一确定的正切值ｔａｎ狓与之对应．按照这

个对应关系所建立的函数叫做正切函数，表示为狔＝ｔａｎ狓．正切

函数的定义域是 狓狓∈犚且狓≠犽π＋
π

２
（犽∈犣）烍

烌

烎
烅
烄

烆
．

下面我们探讨正切函数的图像和性质．

１ 正切函数的图像

我们知道，正切值ｔａｎα可以用角α的终边所在直线与直线

狓＝１的交点的纵坐标表示（图７４１）．

类似于作正弦函数图像的方法，利用单位圆并结合描点法我

们可以作出狔＝ｔａｎ狓，狓∈（－π２，
π

２）的大致图像（图７４２）．

图７４２

因为ｔａｎ（狓＋犽π）＝ｔａｎ狓，犽∈犣，所以函数狔＝ｔａｎ狓当

狓∈（π２，
３π

２），狓 ∈ （３π２，
５π

２）， … 时 的 图 像 与 狔 ＝ｔａｎ狓，

狓∈（－π２，
π

２）的图像形状一样，只需将后者图像的位置向右平移

π、２π、…就可得到；同理，函数狔＝ｔａｎ狓当狓∈（－３π２，－
π

２），

图７４１
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狓∈（－５π２，－
３π

２），…时的图像与狔＝ｔａｎ狓，狓∈（－
π

２
，π
２）的图像

形状也一样，只需将后者图像的位置向左平移π、２π、…就可得

到．这样，就可以得到函数狔＝ｔａｎ狓的整个图像（图７４３）．

狔＝ｔａｎ狓

图７４３

因为狔＝ｔａｎ狓的定义域是 狓狓∈犚，狓≠犽π＋
π

２
（犽∈犣）烍

烌

烎
烅
烄

烆
，

其图像由无穷多支曲线所组成，它们被直线狓＝±
π

２
，狓＝±

３π

２
，

狓＝±
５π

２
，…即狓＝犽π＋

π

２
（犽∈犣）所隔开．

２ 正切函数的性质

（１）周期性

由诱导公式ｔａｎ（狓＋π）＝ｔａｎ狓可知，正切函数是周期函数，

犽π（犽∈犣，犽≠０）均是它的周期，π是它的最小正周期．

（２）值域

由正切函数狔＝ｔａｎ狓的定义可以得到，正切函数狔＝ｔａｎ狓

的值域是实数集犚，它既没有最大值，也没有最小值．

（３）奇偶性

由诱导公式ｔａｎ（－狓）＝－ｔａｎ狓可知，正切函数狔＝ｔａｎ狓

是奇函数．因此，其图像关于坐标原点对称．

（４）单调性

由于正切函数是以π为最小正周期的函数，可以先在区间
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（－π２，
π

２）上研究正切函数的单调性．

对于区间 （－π２，
π

２）中的任意给定的满足狓１＜狓２ 的实数
狓１、狓２，有

　　　　　　ｔａｎ狓２－ｔａｎ狓１＝
ｓｉｎ狓２

ｃｏｓ狓２
－
ｓｉｎ狓１

ｃｏｓ狓１

＝
ｓｉｎ狓２ｃｏｓ狓１－ｃｏｓ狓２ｓｉｎ狓１

ｃｏｓ狓２ｃｏｓ狓１

＝
ｓｉｎ（狓２－狓１）

ｃｏｓ狓２ｃｏｓ狓１
．

由－
π

２
＜狓１＜狓２＜

π

２
，易知０＜狓２－狓１＜π．于是ｃｏｓ狓１＞０，

ｃｏｓ狓２＞０，且ｓｉｎ（狓２－狓１）＞０．

由上式就有ｔａｎ狓２－ｔａｎ狓１＞０，即ｔａｎ狓２＞ｔａｎ狓１，从而正

切函数狔＝ｔａｎ狓在区间（－π２，
π

２）上是严格增函数．
又因为正切函数是以π为最小正周期的周期函数，所以

正切函数狔＝ｔａｎ狓在区间（犽π－π２，犽π＋
π

２）（犽∈犣）上是严格增函数．

例１　求函数狔＝ｔａｎ（π６狓＋
π

３）的定义域和单调区间．

解　由正切的定义，该函数的自变量狓满足
π

６
狓＋
π

３
≠犽π＋

π

２
，即狓≠６犽＋１（犽∈犣）．所以，该函数的定义域为

狓狓∈犚，狓≠６犽＋１，犽∈犣｝｛ ．

由正切函数的单调性可知，当犽π－
π

２
＜
π

６
狓＋

π

３
＜犽π＋

π

２

（犽∈犣）时，即６犽－５＜狓＜６犽＋１（犽∈犣）时，函数狔＝ｔａｎ（π６狓＋
π

３）
是严格增函数．

因此，函数狔＝ｔａｎ（π６狓＋
π

３）的单调增区间是（６犽－５，
６犽＋１）（犽∈犣）．

例２　求函数狔＝ｔａｎ（２狓＋π６）的最小正周期．

解　记犳（狓）＝ｔａｎ（２狓＋π６），有
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犳（狓）＝ｔａｎ（２狓＋π６）＝ｔａｎ（２狓＋
π

６
＋π）

＝ｔａｎ２（狓＋π２）＋
π

６

熿

燀

燄

燅
＝犳（狓＋π２），

可知函数狔＝犳（狓）的一个正周期犜＝
π

２
．

此外，π
２
也是函数狔＝ｔａｎ（２狓＋π６）的最小正周期．事实上，

令狋＝２狓＋
π

６
，原来的函数可改写为狔＝ｔａｎ狋，其以狋为自变量

的最小正周期为π．返回到狓变量，因狓＝
狋

２
－
π

１２
，故原来函数

的最小正周期为π

２
．

练习７．４

１．写出满足ｔａｎα＝槡３的所有α的集合．

２．比较下列各组数的大小，并说明理由：

　　（１）ｔａｎ（－２７π）与ｔａｎ（－
２

５
π）； （２）ｃｏｔ２３１°与ｃｏｔ２３７°；

（３）ｔａｎ（犽π－π３）与ｔａｎ（犽π＋
π

３），犽∈犣．

３．求函数狔＝ｔａｎ（３狓＋π４）的定义域，并写出其单调区间．

探究与实践　 　

球门的张角问题

　　某国际标准足球场长１０５ｍ、宽６８ｍ，球门宽７．３２ｍ．当足球运动员沿边路带球突破

时，距底线多远处射门，对球门所张的角最大？
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习题７．４　 　

　犃组

１．求下列函数的最小正周期：

　　（１）狔＝ｔａｎ（－１２狓）； （２）狔＝ｔａｎ（３狓＋π３）．
２．求函数狔＝ｔａｎ（犪狓＋犫）（犪、犫为常数，且犪≠０）的最小正周期．

３．求函数狔＝ｔａｎ狓，狓∈ －
π

３
，π
４

熿

燀

燄

燅
的最大值和最小值，并指出使其取得最大值和最小

值时所有狓的值．

４．判断下列函数的奇偶性，并说明理由：

（１）狔＝ｔａｎ２狓； （２）狔＝｜ｔａｎ狓｜；

（３）狔＝
１

ｔａｎ狓
； （４）狔＝

ｔａｎ狓

狓
．

５．求函数狔＝２ｔａｎ（３狓－π６）的定义域和单调区间．

　犅组

１．求正切函数狔＝ｔａｎ狓的零点．

２．对于函数狔＝犳（狓），其中犳（狓）＝犪ｓｉｎ２狓＋犫ｔａｎ狓＋３，已知犳（－２）＝１．求

犳（π＋２）的值．

３．求函数狔＝ｔａｎ
２狓－ｔａｎ狓，狓∈ －

π

４
，π
４

熿

燀

燄

燅
的最大值与最小值．
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内容提要　 　

三角函数 正弦函数狔＝ｓｉｎ狓 余弦函数狔＝ｃｏｓ狓 正切函数狔＝ｔａｎ狓

定义域 犚 犚 狓狓∈犚，狓≠犽π＋
π

２
（犽∈犣）｝｛

值域 ［－１，１］ ［－１，１］ 犚

最大值 １ １ 无

最小值 －１ －１ 无

最小正周期 ２π ２π π

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数

单调增区间 ２犽π－
π

２
，２犽π＋

π

２［ ］（犽∈犣） ［２犽π－π，２犽π］（犽∈犣） （犽π－π２，犽π＋π２）（犽∈犣）

单调减区间 ２犽π＋
π

２
，２犽π＋

３π

２［ ］（犽∈犣） ［２犽π，２犽π＋π］（犽∈犣） 无

图像

复习题　 　

　犃组

１．求下列函数的最小正周期：

　　（１）狔＝ｓｉｎ
狓

２
； （２）狔＝２ｃｏｓ（３狓－π４）．

２．判断下列函数的奇偶性，并说明理由：

（１）狔＝ｓｉｎ｜２狓｜； （２）狔＝ｔａｎ５狓；

（３）狔＝
１

ｃｏｓ狓
； （４）狔＝ｓｉｎ（狓＋π６）．

３．已知２ｓｉｎ（２狓）＝槡３，狓∈（－π４，
π

４）．求狓的值．
４．求下列函数的单调区间：

（１）狔＝－ｓｉｎ２狓； （２）狔＝２ｓｉｎ（狓＋π３）；
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（３）狔＝ｃｏｓ（狓２－
π

４）； （４）狔＝２ｔａｎ（２狓＋π４）．

５．作出函数狔＝２ｓｉｎ（２狓＋π３）的大致图像．

６．已知函数狔＝犃ｓｉｎ（ω狓＋φ）（犃＞０，ω＞０）的振幅是３，最小正周期是
２π

３
，初始相

位是π

６
．求这个函数的表达式．

７．求下列函数的最大值和最小值，并求出取得最大值和最小值时所有狓的值：

（１）狔＝ｃｏｓ２狓＋ｃｏｓ狓－２； （２）狔＝ｓｉｎ２狓，狓∈ －
２π

３
，π
３

熿

燀

燄

燅
；

（３）狔＝ｓｉｎ２２狓－２ｓｉｎ２狓； （４）狔＝ｃｏｓ（狓－π６），狓∈ －
π

６
，π
４

熿

燀

燄

燅
．

８．某实验室一天的温度狔（单位：℃）随时间狋（单位：ｈ）的变化近似满足函数关系

狔＝１０－槡３ｃｏｓ
π

１２
狋－ｓｉｎ

π

１２
狋，狋∈［０，２４）．

（１）求实验室一天中的最大温差；

（２）若要求实验室温度不高于１１℃，则在哪段时间实验室需要降温？

　犅组

１．求函数狔＝ｓｉｎ（２狓－π４）－２槡２ｓｉｎ２狓的最小正周期．
２．在（０，２π）内，求使ｓｉｎ狓＞ｃｏｓ狓成立的狓的取值范围．

３．求下列函数的最大值，并求出取得最大值时所有狓的值：

（１）狔＝２ｓｉｎ２狓＋ｓｉｎ２狓－１； （２）狔＝１－ｓｉｎ狓－２ｃｏｓ２狓，狓∈
π

３
，
４π

３

熿

燀

燄

燅
．

４．若函数狔＝２ｓｉｎω狓（其中常数ω是小于１的正数）在区间 ０，
π

３

熿

燀

燄

燅
上的最大值是槡２，

求ω的值．

　（第５题）

５．如图，摩天轮上一点犘 距离地面的高度狔关于时间狋的

函数表达式为狔＝犃ｓｉｎ（ω狋＋φ）＋犫，φ∈［－π，π］．已知摩天轮

的半径为５０ｍ，其中心点犗距地面６０ｍ，摩天轮以每３０分钟

转一圈的方式做匀速转动，而点犘 的起始位置在摩天轮的最低

点处．

（１）根据条件具体写出狔（ｍ）关于狋（ｍｉｎ）的函数表达式；

（２）在摩天轮转动的一圈内，点犘 有多长时间距离地面超

过８５ｍ？
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６．说明：用上一章６．３节给出的记号ａｒｃｓｉｎ与ａｒｃｃｏｓ（见第４５页），可以定义函数

狔＝ａｒｃｓｉｎ狓（狓∈［０，１］）与狔＝ａｒｃｃｏｓ狓（狓∈［０，１］）．

验证：

（１）函数狔＝ｓｉｎ狓（狓∈０，π２
熿

燀

燄

燅
）与函数狔＝ａｒｃｓｉｎ狓（狓∈［０，１］）互为反函数；

（２）函数狔＝ｃｏｓ狓（狓∈０，π２
熿

燀

燄

燅
）与函数狔＝ａｒｃｃｏｓ狓（狓∈［０，１］）互为反函数．

　　函数狔＝ａｒｃｓｉｎ狓（狓∈［－１，１］）、

狔＝ａｒｃｃｏｓ狓（狓∈［－１，１］）与狔＝

ａｒｃｔａｎ狓（狓∈（－∞，＋∞））分别称为

反正弦函数、反余弦函数与反正切函

数．这些函数统称为反三角函数．

７．把上题的记号略作推广：对实数狓∈［－１，１］，

若实数狔∈ －
π

２
，π
２

熿

燀

燄

燅
使得ｓｉｎ狔＝狓，则记狔＝ａｒｃｓｉｎ狓；

类似地，对实数狓∈［－１，１］，若实数狔∈［０，π］使得ｃｏｓ狔

＝狓，则记狔＝ａｒｃｃｏｓ狓．说明：经过推广的记号ａｒｃｓｉｎ与

ａｒｃｃｏｓ，定义了函数狔＝ａｒｃｓｉｎ狓（狓∈［－１，１］）与狔＝ａｒｃｃｏｓ狓（狓∈［－１，１］）．

验证：

（１）函数狔＝ｓｉｎ狓（狓∈ －
π

２
，π
２

熿

燀

燄

燅
）与函数狔＝ａｒｃｓｉｎ狓（狓∈［－１，１］）互为反函数；

（２）函数狔＝ｃｏｓ狓（狓∈［０，π］）与函数狔＝ａｒｃｃｏｓ狓（狓∈［－１，１］）互为反函数．
８．对狔＝ｔａｎ狓与狔＝ａｒｃｔａｎ狓做类似的工作．

拓展与思考

１．定义在区间（０，π２）上的函数狔＝６ｃｏｓ狓的图像与狔＝５ｔａｎ狓的图像的交点为犘，过
点犘作垂直于狓轴的垂线犘犘１，其垂足为犘１．设直线犘犘１与狔＝ｓｉｎ狓的图像交于点犘２，

求线段犘１犘２的长．

２．已知定义在犚上的偶函数狔＝犳（狓）的最小正周期为２，当０≤狓≤１时，犳（狓）＝狓．

（１）求当５≤狓≤６时函数狔＝犳（狓）的表达式；

（２）若函数狔＝犽狓，狓∈犚与函数狔＝犳（狓）的图像恰有７个不同的交点，求犽的值．

　（第３题）

３．如图，有一块边长为３ｍ的正方形铁皮犃犅犆犇，其中阴影

部分犃犜犖 是一个半径为２ｍ的扇形．设这个扇形已经腐蚀不能

使用，但其余部分均完好．工人师傅想在未被腐蚀的部分截下一

块其边落在犅犆与犆犇上的矩形铁皮犘犙犆犚，使点犘在弧犜犖 上．

设∠犜犃犘＝θ，矩形犘犙犆犚的面积为犛ｍ２．

（１）求犛关于θ的函数表达式；

（２）求犛的最大值及犛取得最大值时θ的值．
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８章

平面向量

　　在现实世界和科学问题中，常常会见到既

有大小又有方向的量，如位移、速度、力等．

数学中的“向量”概念就是从中抽象出来的．向

量不仅有丰富的几何内涵，向量及其线性运算

与数量积运算还构成了精致且有广泛应用的代

数结构，可把有关的几何问题简便地转化为相

应代数问题来处理．本章只讨论平面上的向量，

选择性必修课程第３章还将把这一讨论推广到

（三维）空间中，至于更一般性的推广则是大学

线性代数课程的核心内容．

高中阶段向量的学习重在为解决代数、几

何、三角及物理等领域中的问题提供一个简捷

有效的工具．



８
平面向量

９４　　　

８．１　　
向量的概念和
线性运算

１ 向量的概念

图８１１

图８１１展示了国产大飞机Ｃ９１９在蓝天翱翔的雄姿．飞机

从犃飞行到犅．它的位移是一个既有大小又有方向的量，它的大

小是犃、犅间的距离，方向由犃到犅．

像“一点相对于另一点的位移”这种既有大小又有方向的量叫

做向量（ｖｅｃｔｏｒ）．准确地说，一个向量由两个要素定义，一是它

的大小（一个非负实数），一是它的方向．

在研究向量的性质并定义与向量相关的各种运算时，常常把

向量用有向线段（ｄｉｒｅｃｔｅｄｌｉｎｅｓｅｇｍｅｎｔ，即指定了方向的线段）表

示出来，线段的长度就是向量的大小，线段的方向表示向量的方

向．我们也直接把表示向量的有向线段称作向量，有向线段的起

点称为向量的起点，有向线段的终点称为向量的终点．本章只研

究在一个平面上的向量，就是要求所涉及的所有向量都能用同一

个平面上的有向线段表示出来．

向量通常用上方加箭头的小写字母表示，如珗犪，读作向量犪．

向量也可以用上方加箭头的两个大写字母表示，如犃犅
→
，读作向

量犃犅，其中犃是向量的起点，犅是向量的终点．

在讨论向量时，仅仅有数值（可以是任何实数）而没有方向的

量称为数量（ｓｃａｌａｒ），又称为“标量”．

除了位移，向量还有很多现实的原型．例如，“力”就是一个

典型的例子．

图８１２是由若干个单位正方形组成的网格，犌犎
→
表示大小

为２个单位、方向由犌到犎 的向量；犕犖
→
表示大小为槡５个单位、

方向由犕 到犖 的向量．

　　“向量”又称为“矢
量”，在物理学中较常
使用．

　　物理学中所研究

的力有大小、方向和
作用点三要素，我们
研究的向量舍弃了作

用点这一要素，这种
向量叫做自由向量．
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图８１２

向量珗犪的大小叫做珗犪的模（ｍｏｄｕｌｕｓ），记作｜珗犪｜．模为１的向

量叫做单位向量（ｕｎｉｔｖｅｃｔｏｒ）．
规定模为０的向量叫做零向量（ｚｅｒｏｖｅｃｔｏｒ），记作０，可认

为它具有任意方向．

如果两个非零向量所在的直线平行或者重合，那么称这两个

向量平行．我们用记号珗犪∥珗犫表示向量珗犪与珗犫平行．

如果两个向量同方向且具有相同的模，根据向量的定义，它

们就是同一个向量，不过我们常常只说它们是相等的向量．特别

地，一个向量平移后得到的向量与原来的向量相等．例如，图

８１３中，向量犕犖
→
是向量犃犅

→
经过平移后得到的，所以犕犖

→
＝犃犅
→
．

由于约定了零向量具有任意方向，因此它平行于任意向量．
这样，根据向量相等的定义，零向量都是相等的．

例１　如图８１４，在等边三角形犃犅犆中，犇、犈、犉分别

是边犅犆、犃犅、犃犆的中点．写出图中与向量犈犉
→
平行和相等的向量．

解　根据向量平行与相等的定义，可知图中与犈犉
→
平行的向

量有犉犈
→
、犅犇
→
、犇犅
→
、犆犇
→
、犇犆
→
、犅犆
→
和犆犅
→
，而与犈犉

→
相等的向量

有犅犇
→
和犇犆
→
．

如果一对平行向量珗犪与珗犫具有相等的模但方向相反，那么称

它们互为负向量，或者称珗犫为珗犪的负向量，记作珗犫＝－珗犪．图

８１４中的向量犇犅
→
与犈犉
→
就是互为负向量．一般地，对于平面上

任意两点犘、犙，均有犘犙
→
＝－犙犘

→
．

例２　在图８１４中，写出向量犃犈
→
的负向量．

解　根据负向量的定义，可知向量犈犃
→
、犅犈
→
和犇犉
→
均为犃犈

→
的

负向量．

尽管可以画出一个向量的许多负向量，但由于它们彼此都相

等，因此一个向量的负向量在相等的意义下是唯一的．

练习８．１（１）

１．指出下列各种量中的向量：

　　（１）密度； （２）体积； （３）速度； （４）能量；

（５）电阻； （６）加速度； （７）功； （８）力矩．
你能找出更多向量的例子吗？

　　请同学们描述图

８ １ ２ 中向量犆犇
→ 、

犈犉
→ 、犘犙

→ 的大小与方

向．

图８１３

图８１４

　　请在图８１４中

找出与犃犈
→ 相等的向

量．
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２．中国象棋中的“马”走“日”．如图是一个棋盘，当“马”自点犃 走“一步”后的落点可

以为点犃１、犃２或犃３，表示该“马”走“一步”的向量为犃犃１
→
、犃犃２

→
或犃犃３

→
，它们是相等的

向量吗？在图中分别用向量表示当“马”在点犅处各走“一步”的情形．

（第２题）

　　　　　

（第３题）

３．如图，点犗是正六边形犃犅犆犇犈犉的中心，分别写出图中

（１）与犗犃
→
相等的向量； （２）与犗犅

→
平行的向量；

（３）与犗犆
→
模相等的向量； （４）犗犅

→
的负向量．

２ 向量的加法和减法

在物理学习中，我们已经知道了当不在同一方向上的两个力

犗犃
→
、犗犅
→
同时作用于一个物体时，它们的合力是以犗犃

→
、犗犅
→
为相

邻两边的平行四边形犗犃犆犅对角线犗犆
→
所表示的力（图８１５）．

图８１５

一般向量的加法也采用上述求合力的方法．设给定两个不平

行的向量珗犪、珗犫，如图８１６，如果以点犗 为起点，分别作

犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→
＝珗犫，那么以犗犃

→
、犗犅
→
为邻边的平行四边形犗犃犆犅

的对角线所表示的向量犗犆
→
＝珝犮就定义为向量珗犪与珗犫的和，记作

珝犮＝珗犪＋珗犫．求向量和的运算，叫做向量的加法（ａｄｄｉｔｉｏｎｏｆ

ｖｅｃｔｏｒｓ）．我们把这种作向量和的方法叫做向量加法的平行四边

形法则（ｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍｌａｗ）．

图８１６

　　　　　

图８１７
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由于平行四边形对边平行且相等，有犃犆
→
＝犗犅
→
＝珗犫，因此求

向量珗犪与珗犫的和珝犮＝珗犪＋珗犫，在△犗犃犆中就可以实现：如图８１７，

若以犗为起点作向量犗犃
→
＝珗犪，再以犃 为起点作向量犃犆

→
＝珗犫，则

连接起点犗 与终点犆 得到向量犗犆
→
，它就是珗犪、珗犫两向量的和

珝犮＝珗犪＋珗犫．我们把这种作向量和的方法叫做向量加法的三角形

法则．

向量珗犪与珗犫满足珗犪∥珗犫时（包括珗犪、珗犫中出现零向量的情况），

无法使用平行四边形法则，但上述三角形法则的步骤（即若从一

点犗出发作向量犗犃
→
＝珗犪，再以犃 为起点作向量犃犆

→
＝珗犫，则向量

犗犆
→
＝珗犪＋珗犫）仍然可以用于作出点犆，使得犗犆

→
＝珝犮＝珗犪＋珗犫，只不

过此时△犗犃犆不存在，只剩下一条直线上三条首尾相接、互相

重叠的线段了．图８１８的三幅图分别给出了珗犪与珗犫方向相同、

珗犪与珗犫方向相反且｜珗犪｜≥｜珗犫｜和珗犪与珗犫方向相反且｜珗犪｜≤｜珗犫｜三种情

况的图示（后两种情况当｜珗犪｜＝｜珗犫｜时是一致的，此时犗、犆两点

重合，从而珝犮＝０）．

（１） （２） （３）

图８１８

特别地，当三个向量中出现一个零向量，就得出

珗犪＋０＝０＋珗犪＝珗犪和珗犪＋（－珗犪）＝０．

向量加法满足如下运算律（珗犪、珗犫和珝犮是平面上的任意向量）：

　　交换律　珗犪＋珗犫＝珗犫＋珗犪．

结合律　（珗犪＋珗犫）＋珝犮＝珗犪＋（珗犫＋珝犮）．

由结合律，我们常常把（珗犪＋珗犫）＋珝犮与珗犪＋（珗犫＋珝犮）都简记为珗犪＋珗犫

＋珝犮．

根据平行四边形法则，比较容易验证向量加法的交换律，而

结合律的证明见下面的例３．

例３　已知珗犪、珗犫和珝犮是平面上任意给定的向量，求证：

（珗犪＋珗犫）＋珝犮＝珗犪＋（珗犫＋珝犮）．

证明　向量加法的三角形法则（包括向量平行的情况）实际上

说的是：如果犃、犅、犆是平面上任意给定的三个点，那么

犃犅
→
＋犅犆
→
＝犃犆
→
．

从任意的一点犃 出发作犃犅
→
＝珗犪，再从犅出发作犅犆

→
＝珗犫，最
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后从犆出发作犆犇
→
＝珝犮，由上式得到

（珗犪＋珗犫）＋珝犮＝（犃犅
→
＋犅犆
→
）＋犆犇

→
＝犃犆
→
＋犆犇
→
＝犃犇
→
，

珗犪＋（珗犫＋珝犮）＝犃犅
→
＋（犅犆

→
＋犆犇
→
）＝犃犅

→
＋犅犇
→
＝犃犇
→
．

故（珗犪＋珗犫）＋珝犮＝珗犪＋（珗犫＋珝犮）．

把例３证明中求向量和的方法略加推广，可得：若干个起

点、终点依次相接的向量的和是以第一个向量的起点为起点、以

最后一个向量的终点为终点的向量．这是求向量和很实用的规

则，可以称之为“首尾规则”．

例４　一物体受水平方向６Ｎ和铅垂方向８Ｎ的两个力的

作用，求合力的大小以及合力与铅垂方向偏离的角度．（结果精

确到０．０１°）

解　如图８１９，设力的作用点为犗，若向量珗犪＝犗犃
→
表示水

平方向６Ｎ的作用力，向量珗犫＝犗犅
→
表示铅垂方向８Ｎ的作用力，

则合力是珝犮＝犗犆
→
＝珗犪＋珗犫．

由于犗犃犆犅为矩形，故

｜珝犮｜＝ ｜犗犅
→
｜２＋｜犅犆

→
｜槡 ２＝ ｜珗犫｜

２
＋｜珗犪｜槡 ２

＝ ８２＋６槡 ２＝１０（Ｎ），

ｔａｎ∠犅犗犆＝
｜犅犆
→
｜

｜犗犅
→
｜
＝
３

４
，∠犅犗犆＝ａｒｃｔａｎ

３

４
≈３６．８７°．

所以，合力为１０Ｎ，合力与铅垂方向偏离约３６．８７°．

我们现在考虑向量的减法．

就像数的运算中减法是加法的逆运算一样，向量的减法也是

作为向量加法的逆运算来定义的．这就是说，如果已知向量珗犪＋

珗犫＝珝犮，那么向量珗犫叫做向量珝犮与向量珗犪的差，记作珗犫＝珝犮－珗犪．求

向量差的运算，叫做向量的减法．

数的运算的经验使我们容易想到

珝犮－珗犪＝珝犮＋（－珗犪）．

只要用向量加法的交换律、结合律以及珗犪＋（－珗犪）＝０的事

实，就可以直接验证这一公式：

珝犮－珗犪＝珝犮＋［（－珗犪）＋珗犪］－珗犪

＝［珝犮＋（－珗犪）］＋（珗犪－珗犪）

＝珝犮＋（－珗犪）．

当珝犮与珗犪不平行时，我们还可以借助如图８１１０所示的平行四边

形得出这一公式：由平行四边形右下方的三角形知珗犪＋珗犫＝珝犮，即

珗犫＝珝犮－珗犪，而由左上方的三角形知珗犫＝珝犮＋（－珗犪）．这就得到要证

图８１９

　　向量的减法可以

转化为向量的加法．

图８１１０
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明的结果珝犮－珗犪＝珝犮＋（－珗犪）．

例５　已知△犃犅犆 是边长为１的等边三角形，点犗 是

△犃犅犆所在平面上的任意一点．求向量（犗犃
→
－犗犆
→
）＋（犗犅

→
－犗犆
→
）

的模．

解　如图８１１１，作以犆犅、犆犃 为邻边的平行四边形

犆犃犇犅，连接犆犇、犗犅．根据向量减法的定义，可得犗犃
→
－犗犆
→
＝

犆犃
→
，犗犅
→
－犗犆
→
＝犆犅
→
，故（犗犃

→
－犗犆
→
）＋（犗犅

→
－犗犆
→
）＝犆犃

→
＋犆犅
→
＝犆犇
→
．

由于△犃犅犆是等边三角形，故犆犃犇犅是菱形，且｜犆犇
→
｜＝

２｜犆犃
→
｜ｃｏｓ３０°＝槡３，因此向量（犗犃

→
－犗犆
→
）＋（犗犅

→
－犗犆
→
）的模

为槡３．

练习８．１（２）

１．在△犃犅犆中，化简：

　　（１）犃犅
→
－犃犆
→
＝　　　　； （２）犅犆

→
－犃犆
→
＝　　　　．

２．已知犃、犅、犆、犇、犈是平面上任意五个点，求证：犃犈
→
＝犃犅
→
＋犅犆
→
＋犆犇
→
＋犇犈
→
．

这个结果可以推广到更多点的情况吗？

３．试说明，如果三个首尾相接的向量珗犪、珗犫和珝犮所在的线段能拼接成三角形，那么一

定满足条件珗犪＋珗犫＋珝犮＝０．反过来，如果珗犪＋珗犫＋珝犮＝０，那么三向量珗犪、珗犫和珝犮所在的线段

一定能拼接成三角形吗？说明理由．

３ 实数与向量的乘法

如图８１１２，某科考船以１２海里／时的速度匀速沿东北方向

航行，中午１２时船的位置在点犃 处．请描述下午３时和下午４

时３０分该船与点犃的相对位置．

图８１１２

同学们一定很容易给出答案：该船下午３时在点犃 东北方

向的３６海里处，而下午４时３０分在点犃东北方向的５４海里处．

同学们的计算可能是直接把速度的数值乘时间，忽略了速度和位

移都是向量这一事实．这样把向量问题简化为数量问题处理，碰

到复杂问题（如多个方向位移的合成）时就可能力不从心了．如果回

图８１１１
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到向量记号，用珗狏表示科考船的速度，即东北方向１２海里／时，

那么该船下午３时和４时３０分相对于犃的位移向量可以直接表

示为３珗狏和４．５珗狏，这里的３与４．５是时间，它们只是数量（实数）．

为了在向量空间中解释这种乘积，我们要先定义实数与向量的

乘法．

　　实数λ与向量珗犪的乘积是一个向量，记作λ珗犪．它的模

｜λ珗犪｜＝｜λ｜｜珗犪｜；当λ＞０时，λ珗犪的方向与珗犪相同；当λ＜０

时，λ珗犪的方向与珗犪相反．特别地，当珗犪＝０或λ＝０时，λ珗犪

＝０．

暂不考虑有关量的单位，采用实数与向量乘积的记号，下午

３时和４时３０分科考船相对于犃 的位移向量就可写为３珗狏和

４．５珗狏，再考虑有关量的单位，由于３及４．５的单位是小时，速度

的单位是海里／时，从而下午３时和４时３０分科考船在点犃东北

方向３６海里处和５４海里处．我们还可以把上午９时科考船相对

于犃的位移向量表示成（－３）珗狏，即点犃西南方向３６海里处．

数学上实数与向量的乘积只是简单地理解为原向量的倍数．

但在实际问题中，向量和实数都有可能被赋予特定的意义和单

位，如上例中的速度、位移和时间，它们的乘积就可能有更复杂

的含义．

容易看出，当λ是一个正整数时，λ珗犪就是λ个珗犪相加．例

如，当λ＝１时，１珗犪＝珗犪；当λ＝３时，３珗犪＝珗犪＋珗犪＋珗犪．

当λ＝－１时，（－１）珗犪与向量珗犪的模相等但方向相反，故

（－１）珗犪是向量珗犪的负向量，即（－１）珗犪＝－珗犪．据此，再用下文所

示运算律中的第二个公式，我们可以更一般地把（－λ）珗犪记为

－λ珗犪，它是向量λ珗犪的负向量．

根据实数与向量的乘积的定义，可知λ珗犪是与珗犪平行的向量．

反之，如果向量珗犫与非零向量珗犪平行，那么一定存在实数λ，使

得珗犫＝λ珗犪．当向量珗犪和珗犫同向时，λ＝
｜珗犫｜

｜珗犪｜
；当向量珗犪和珗犫反向

时，λ＝－
｜珗犫｜

｜珗犪｜
．故

　　向量珗犫与非零向量珗犪平行的充要条件是：存在实数λ，

使得珗犫＝λ珗犪．

同学们可以验证实数与向量的乘法满足下面的运算律：

设珗犪、珗犫是向量，λ、μ∈犚，有
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（λ＋μ）珗犪＝λ珗犪＋μ珗犪；

λ（μ珗犪）＝（λμ）珗犪；

λ（珗犪＋珗犫）＝λ珗犪＋λ珗犫．

与非零向量珗犪同方向的单位向量叫做向量珗犪的单位向量，记

作珬犪０．根据实数与向量的乘法的定义，可知珗犪＝｜珗犪｜珬犪０，即

珬犪０＝
１

｜珗犪｜
珗犪．

向量的加法、减法以及实数与向量的乘法，统称为向量的线

性运算（ｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｉｏｎ）．从一个或几个向量出发，通过线性运

算得到的新向量称为原来那些向量的 线性组合 （ｌｉｎｅａｒ

ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ）．例如，珝狓＝３珗犪＋珗犫－４珝犮就是向量珗犪、珗犫、珝犮的一个线

性组合．

例６　化简下列向量线性运算：

（１）（－２）×（１２珗犪）；
（２）２（珗犪－珗犫）＋３（珗犪＋珗犫）；

（３）（λ－μ）（珗犪＋珗犫）－（λ＋μ）（珗犪－珗犫）．

解　（１）（－２）×（１２珗犪）＝（－２×
１

２）珗犪＝－珗犪．
（２）２（珗犪－珗犫）＋３（珗犪＋珗犫）＝２珗犪－２珗犫＋３珗犪＋３珗犫

＝（２珗犪＋３珗犪）＋（３珗犫－２珗犫）

＝５珗犪＋珗犫．

（３）　（λ－μ）（珗犪＋珗犫）－（λ＋μ）（珗犪－珗犫）

＝λ（珗犪＋珗犫）－μ（珗犪＋珗犫）－λ（珗犪－珗犫）－μ（珗犪－珗犫）

＝λ珗犪＋λ珗犫－μ珗犪－μ珗犫－λ珗犪＋λ珗犫－μ珗犪＋μ珗犫

＝２λ珗犫－２μ珗犪．

例７　已知向量珗犪、珗犫、珝犮满足
１

２
（珗犪－３珝犮）＋２（２珗犪－３珗犫）

＝０，试用珗犪、珗犫表示珝犮．

解　将原式变形为
１

２
珗犪－
３

２
珝犮＋４珗犪－６珗犫＝０，即

３

２
珝犮＝
９

２
珗犪－

６珗犫．所以珝犮＝３珗犪－４珗犫．

例８　如图８１１３，在△犃犅犆中，犇 是犃犅 的中点，犈

是犅犆延长线上一点，且犅犈＝２犅犆．

（１）用向量犅犃
→
、犅犆
→
表示犇犈

→
；

图８１１３
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（２）用向量犆犃
→
、犆犅
→
表示犇犈

→
．

解　（１）因为犇犈
→
＝犇犅
→
＋犅犈
→
，犇犅
→
＝－

１

２
犅犃
→
，犅犈
→
＝２犅犆

→
，

所以犇犈
→
＝２犅犆

→
－
１

２
犅犃
→
．

（２）因为犅犃
→
＝犅犆
→
＋犆犃
→
，所以犇犈

→
＝２犅犆

→
－
１

２
（犅犆
→
＋犆犃
→
）

＝－
３

２
犆犅
→
－
１

２
犆犃
→
．

练习８．１（３）

１．化简下列向量线性运算：

　　（１）４（２珗犪－珗犫）＋３（３珗犪－２珗犫）； （２）
１

４
（珗犪＋２珗犫）－

１

６
（５珗犪－２珗犫）＋

１

４
珗犫；

（３）２（３珗犪－４珗犫＋珝犮）－３（２珗犪＋珗犫－３珝犮）．

２．根据下列条件，求向量珝狓：

（１）２珝狓＋３（珗犫＋珝狓）＝０； （２）２珗犪＋５（珗犫－珝狓）＝０；

　（第３题）

（３）
１

３
（珝狓－珗犪）－

１

２
（珗犫－２珝狓＋珝狓）＋珗犫＝０．

３．如图，在△犃犅犆中，已知犇 是犅犆的中点，犌是△犃犅犆的

重心．设向量犅犆
→
＝珗犪，向量犃犆

→
＝珗犫．试用向量珗犪、珗犫分别表示向量

犃犇
→
、犃犌
→
、犌犆
→
．

习题８．１　 　

　犃组

１．如果把平面上所有的单位向量的起点都平移到同一点，那么它们的终点构成的图形

是什么？

　　２．在平面直角坐标系中，作出表示下列向量的有向线段：

（１）向量珗犪的起点在坐标原点，与狓轴正方向的夹角为１２０°且｜珗犪｜＝３；

（２）向量珗犫的模为４，方向与狔轴的正方向反向；

（３）向量珝犮的方向与狔轴的正方向同向，模为２．

３．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）长度相等的向量均为相等向量；

（２）给定向量珗犪、珗犫、珝犮，若珗犪＝珗犫，珗犫＝珝犮，则珗犪＝珝犮；
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（３）若犃犅犆犇为平行四边形，则必有犃犅
→
＝犆犇
→
；

（４）若平面上四点犃、犅、犆、犇使犃犅
→
＝犆犇
→
，则犃犅∥犆犇．

４．如图，在△犃犅犆中，点犇、犈、犉分别是犃犅、犅犆、犆犃的中点，根据下列条件，

写出相应的向量：

（１）与向量犃犇
→
相等的向量；

（２）向量犇犈
→
的负向量；

（３）与向量犈犉
→
平行的向量．

（第４题）

　　　　　

（第５题）

５．如图，已知向量珗犪、珗犫、珝犮，作出下列向量：

（１）珗犪＋珗犫，珗犫＋珝犮，珗犪＋珝犮； （２）（珗犪＋珗犫）＋珝犮和珗犪＋（珗犫＋珝犮）．

６．化简下列向量运算：

（１）犃犅
→
＋犅犆
→
＋犆犇
→
＋犇犃
→
； （２）（犃犅

→
－犃犆
→
）＋（犅犇

→
－犆犇
→
）；

（３）（犃犅
→
＋犕犅

→
）＋（犅犇

→
＋犇犕

→
）．

７．设向量珗犪表示“向东走２ｋｍ”；向量珗犫表示“向西走１ｋｍ”；向量珝犮表示“向南走

２ｋｍ”；向量珝犱表示“向北走１ｋｍ”．试说明下列向量所表示的意义：

（１）珗犪＋珗犪； （２）珗犪＋珝犮； （３）珗犪＋珗犫＋珝犱； （４）珝犮＋珝犱＋珝犮．

８．设向量犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→
＝珗犫，且｜犗犃

→
｜＝１２，｜犗犅

→
｜＝４，∠犃犗犅＝

π

３
．求｜珗犪＋珗犫｜．

９．运用作图的方法，验证下列等式：

（１）
１

２
（珗犪＋珗犫）＋

１

２
（珗犪－珗犫）＝珗犪； （２）

１

２
（珗犪＋珗犫）－

１

２
（珗犪－珗犫）＝珗犫．

１０．化简下列向量运算：

（１）４（珗犪＋珗犫）－３（珗犪－珗犫）－８珗犫；

（２）３（珗犪－２珗犫＋珝犮）＋４（珝犮－珗犪－珗犫）；

（３）
１

３

１

２
（２珗犪＋８珗犫）－（４珗犪－２珗犫）

熿

燀

燄

燅
．

１１．已知四边形犃犅犆犇和点犗在同一平面上，设向量犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→
＝珗犫，犗犆

→
＝珝犮，犗犇

→

＝珝犱，且珗犪＋珝犮＝珗犫＋珝犱．求证：犃犅犆犇是平行四边形．

１２．已知平行四边形犃犅犆犇，设向量犃犆
→
＝珗犪，犅犇

→
＝珗犫．试用珗犪、珗犫表示下列向量：

（１）犃犅
→
； （２）犅犆

→
．

　犅组

１．如图是由边长为１的小正方形组成的网格．按要求，分别以犃、犅、犆为向量的起
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点，在图中画出下列向量：

（１）正北方向且模为２的向量犃犈
→
；

（２）模为２槡２、方向为北偏西４５°的向量犅犉
→
；

（３）（２）中向量犅犉
→
的负向量．

（第１题）

２．已知正方形犃犅犆犇的边长为１，求：

（１）｜犃犅
→
＋犅犆
→
｜；

（２）｜犃犅
→
＋犅犇
→
－犃犆
→
｜；

（３）｜犃犅
→
－犅犆
→
＋犃犆
→
｜．

３．如图，已知向量珗犪、珗犫、珝犮，作出下列向量：

（１）珗犪＋珝犮－珗犫和珗犪＋（珝犮－珗犫）； （２）珗犪－（珗犫＋珝犮）和珗犪－珝犮－珗犫．

（第３题）

４．试用作图法验证下列不等式：

（１）｜珗犪｜－｜珗犫｜≤｜珗犪＋珗犫｜≤｜珗犪｜＋｜珗犫｜；

（２）｜珗犪｜－｜珗犫｜≤｜珗犪－珗犫｜≤｜珗犪｜＋｜珗犫｜．

５．判断下列命题的真假，并说明理由：

（１）若存在一个λ∈犚使λ珗犪＝λ珗犫，则珗犪＝珗犫；

（２）对于任意给定的实数λ和向量珗犪、珗犫，均有λ（珗犪－珗犫）＝λ珗犪－λ珗犫；

（３）对于任意给定的实数λ、μ和向量珗犪，均有（λ－μ）珗犪＝λ珗犪－μ珗犪．

６．设珗犪、珗犫是两个不平行的向量，求证：若实数λ、μ使得λ珗犪＋μ珗犫＝０，则λ＝μ＝０．

７．已知珤犲１、珤犲２是两个不平行的向量，而向量犃犅
→
＝３珤犲１－２珤犲２，犅犆

→
＝－２珤犲１＋４珤犲２，犆犇

→

＝－２珤犲１－４珤犲２．求证：犃、犆、犇三点共线．

８．已知犌是△犃犅犆的重心，犇、犈、犉分别为犃犅、犃犆、犅犆中点．求证：犌犇
→
＋犌犈
→

＋犌犉
→
＝０．
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８．２　向量的数量积

在物理课中，我们学过“功”的概念．一个物体在外力作用

下产生位移，外力所做的功是这个力在位移方向上的分力大小

与位移量的乘积．如果力珝犳和位移珝狊如图８２１所示，那么力珝犳

所做的功是犠＝｜珝犳｜｜珝狊｜ｃｏｓθ，其中θ表示力珝犳的方向与物体位

移珝狊的方向之间的夹角，｜珝犳｜ｃｏｓθ是珝犳 在位移方向上的分力的

大小．

图８２１

如上所述，“功”这个数量完全被力和位移这两个向量所决

定，如何从这一具体事例抽象出对任意两个向量定义的一种数学

运算呢？

１ 向量的投影

我们再试着理解功的定义和功的计算公式的推导，看能得到

什么启示．

功并不是把力的大小和位移向量的大小直接相乘而得到，

而是把作用力在位移方向上的分力大小乘物体位移量．“在位移

方向上的分力”是作用力珝犳 在位移向量珒狊方向上的投影珬犳１（图

８２２）．这就引出了向量在一条直线或另一个向量方向上的投影

的概念．

图８２２

平面上一点犃在直线犾上的投影就是过点犃作直线犾的垂线

而得到的垂足犃′．

　　功不是向量，而
是一个数量．
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如果向量犃犅
→
的起点犃和终点犅在直线犾上的投影分别为点

犃′和犅′，那么向量犃′犅′
→
叫做向量犃犅

→
在直线犾上的投影向量（图

８２３），简称为投影．从而，一个向量珗犫在一个非零向量珗犪的方

向上的投影，就是珗犫在珗犪的任意一条所在直线上的投影．因为所

有这些直线都互相平行，所以珗犫在珗犪的方向上的投影（在相等意

义下）是唯一确定的．

我们现在讨论珗犫在珗犪的方向上的投影与向量珗犪、珗犫的关系．

我们先设珗犫≠０．

以一点犗为起点，作犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→
＝珗犫（图８２４），我们把射

线犗犃、犗犅的夹角称为向量珗犪与珗犫的夹角，记作〈珗犪，珗犫〉，它的取

值范围为［０，π］．特别地，当〈珗犪，珗犫〉＝
π

２
时，称珗犪与珗犫垂直，记作

珗犪⊥珗犫．设向量犗犅
→
的终点犅在犗犃

→
所在直线上的投影为犅′，犗犅′

→
即

为向量珗犫在珗犪方向上的投影．

　　 　　

图８２４

容易看出，｜犗犅′
→
｜＝｜珗犫｜｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉｜．当〈珗犪，珗犫〉＜

π

２
时，犗犅′

→

与犗犃
→
同向；当〈珗犪，珗犫〉＞

π

２
时，犗犅′

→
与犗犃
→
反向；当〈珗犪，珗犫〉＝

π

２
时，

即珗犪⊥珗犫时，犗犅′
→
＝０．由此可以得知，如果令珬犪０＝

１

｜珗犪｜
珗犪是珗犪的

单位向量，那么向量珗犫在向量珗犪方向上的投影为

｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉珬犪０＝
｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉

｜珗犪｜
珗犪．

在上式中，实数｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉称为向量珗犫在向量珗犪方向上的

数量投影，它是一个数量，其绝对值等于向量珗犫在向量珗犪方向上

的投影的模．当〈珗犪，珗犫〉＜
π

２
时，其值为正，向量珗犫在向量珗犪方向

上的投影和珗犪具有相同方向；当〈珗犪，珗犫〉＞
π

２
时，其值为负，向量

珗犫在向量珗犪方向上的投影和珗犪具有相反方向；而当〈珗犪，珗犫〉＝
π

２
，

即珗犪⊥珗犫时，其值为０．

图８２３

　　为了行文简洁，
有时也常常用一个希

腊字母（如θ）来指代
向量的夹角．
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由投影的定义立即得知，零向量在任何非零向量方向上的投

影是零向量，而相应的数量投影的绝对值是该投影的模，因此，

这个数量投影等于０．

例１　已知向量珗犪与珗犫的夹角为
２π

３
，且｜珗犪｜＝３，｜珗犫｜＝４．

求珗犫在珗犪方向上的投影与数量投影．

解　向量珗犫在珗犪方向上的投影是

｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉

｜珗犪｜
珗犪＝

４ｃｏｓ
２π

３

３
珗犪＝－

２

３
珗犪，

相应的数量投影是｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝４ｃｏｓ
２π

３
＝－２．

例２　已知珗犪是非零向量，珗犫与珝犮是任意向量，它们在珗犪

方向上的投影分别为珤犫′与珤犮′．求证：珗犫＋珝犮在珗犪方向上的投影为珤犫′

＋珤犮′．

证明　如图８２５，设珗犪所在的直线为犾．从任意一点犗出

发作向量犗犅
→
＝珗犫，犅犆

→
＝珝犮，则犗犆

→
＝珗犫＋珝犮．分别作点犗、犅、犆

在犾上的投影犗′、犅′、犆′．由投影的定义，珤犫′＝犗′犅′
→
，珤犮′＝

犅′犆′
→
，而珗犫＋珝犮＝犗犆

→
的投影是犗′犆′

→
＝犗′犅′

→
＋犅′犆′

→
＝珤犫′＋珤犮′．

练习８．２（１）

１．设珗犪、珗犫是两个向量，其中珗犪≠０，珗犫在珗犪方向上的投影是珤犫′．又设λ∈犚．分λ≥０与

λ＜０两种情况，证明λ珗犫在珗犪方向上的投影是λ珤犫′．

２．若△犃犅犆为等边三角形，求下列各角：

（１）〈犆犃
→
，犆犅
→
〉；　（２）〈犃犆

→
，犅犆
→
〉；　（３）〈犃犅

→
，犅犆
→
〉．

３．已知｜珗犪｜＝５，｜珗犫｜＝６，ｓｉｎ〈珗犪，珗犫〉＝０．６．求珗犫在珗犪方向上的投影与数量投影．

２ 向量的数量积的定义与运算律

模仿功的定义，设珗犪与珗犫是两个非零向量，定义珗犪与珗犫的数

量积（ｓｃａｌａｒｐｒｏｄｕｃｔ）

珗犪·珗犫＝｜珗犪｜｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉，

即珗犪·珗犫是珗犪的模｜珗犪｜、珗犫的模｜珗犫｜与珗犪、珗犫夹角〈珗犪，珗犫〉的余弦的

乘积．

　　这个结论与练习

８．２（１）的第１题的结
论一般合称为“投影的
线性性质”．

图８２５

　　数量积又称为标

量积， 也称 为 内 积
（ｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ）或点积
（ｄｏｔｐｒｏｄｕｃｔ）．记号

珗犪·珗犫中间的“·”不可
以省略，也不可以用
“×”代替．
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在这个公式中，｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉就是珗犫在珗犪方向上的数量投

影，而｜珗犪｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉就是珗犪在珗犫方向上的数量投影．

我们约定可以把珗犪·珗犪简记为珗犪
２，它其实就是｜珗犪｜

２
．

我们还规定零向量与任意向量的数量积为０．

有了这个定义，物理中的功犠 就是力向量珝犳与位移向量珝狊的

数量积珝犳·珝狊．

例３　如图８２６，给定边长为６的正三角形犃犅犆．求

犃犅
→
·犃犆
→
和犃犅

→
·犅犆
→
．

解　因为〈犃犅
→
，犃犆
→
〉＝６０°，所以

犃犅
→
·犃犆
→
＝｜犃犅

→
｜｜犃犆

→
｜ｃｏｓ６０°＝６×６×

１

２
＝１８；

又因为〈犃犅
→
，犅犆
→
〉＝１２０°，所以

犃犅
→
·犅犆
→
＝｜犃犅

→
｜｜犅犆

→
｜ｃｏｓ１２０°＝６×６×（－１２）＝－１８．

类比数的乘法的运算律，我们可以证明向量的数量积运算满

足如下运算律：

　　设珗犪、珗犫和珝犮是向量，λ是实数，则

向量数量积的交换律：珗犪·珗犫＝珗犫·珗犪；

向量数量积对数乘的结合律：（λ珗犪）·珗犫＝珗犪·（λ珗犫）

＝λ（珗犪·珗犫）；

向量数量积对加法的分配律：珗犪·（珗犫＋珝犮）＝珗犪·珗犫＋

珗犪·珝犮．

证明　（１）因为〈珗犪，珗犫〉＝〈珗犫，珗犪〉，所以结论是显然的．

（２）如果珗犪和珗犫有一个是零向量，或者λ＝０，那么结论是显

然的，从而不妨设珗犪和珗犫都是非零向量，且λ≠０．若λ＞０，则

｜λ珗犪｜＝λ｜珗犪｜，〈λ珗犪，珗犫〉＝〈珗犪，珗犫〉；若λ＜０，则｜λ珗犪｜＝－λ｜珗犪｜，

〈λ珗犪，珗犫〉＝π－〈珗犪，珗犫〉，两种情况代入数量积定义公式，都得到

（λ珗犪）·珗犫＝λ（珗犪·珗犫）．

再利用向量数量积的交换律，就得到珗犪·（λ珗犫）＝λ（珗犪·珗犫）．

（３）如果珗犪＝０，那么结论是显然的，从而不妨设珗犪≠０．把

珗犫、珝犮和珗犫＋珝犮在珗犪的方向作投影，根据向量和的投影等于它们投

影的和，就得到

珗犪·（珗犫＋珝犮）＝珗犪·珗犫＋珗犪·珝犮．

由于数量积的交换律和分配律与数的乘法类似，容易证明如

下的公式．

图８２６

　　对向量的数量积

谈结合律是没有意义

的，因为不能定义三
个向量的数量积；另
外，对向量的数量
积，消去律不成立，

即从珗犪·珝犮＝珗犫·珝犮及

珝犮≠０不能推出珗犪＝珗犫．



８．２　　　向量的数量积

１０９　　

例４　证明：

（１）（珗犪＋珗犫）
２＝珗犪

２
＋２珗犪·珗犫＋珗犫

２；

（２）（珗犪＋珗犫）·（珗犪－珗犫）＝珗犪
２
－珗犫

２
．

证明　（１）的证明如下：

　　　　　（珗犪＋珗犫）
２＝珗犪·（珗犪＋珗犫）＋珗犫·（珗犪＋珗犫）

＝珗犪
２
＋珗犪·珗犫＋珗犫·珗犪＋珗犫

２

＝珗犪
２
＋２珗犪·珗犫＋珗犫

２
．

对于（２），我们有

　　　　　　　（珗犪＋珗犫）·（珗犪－珗犫）

＝珗犪
２
＋珗犫·珗犪－珗犪·珗犫－珗犫

２

＝珗犪
２
－珗犫

２
．

若珗犪与珗犫均为非零向量，则由向量的数量积的定义，可从数

量积来反推向量夹角的公式：

ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝
珗犪·珗犫

｜珗犪｜｜珗犫｜
．

在８．３节中我们将利用向量的坐标（从而不通过向量的夹角）

直接来计算向量的数量积，而上面的公式就提供了计算向量夹角

的有效方法．

由向量的数量积的定义，可以得到：

（１）珗犪⊥珗犫当且仅当珗犪·珗犫＝０；

（２）｜珗犪·珗犫｜≤｜珗犪｜｜珗犫｜，当且仅当珗犪∥珗犫时等号成立．

当珗犪与珗犫平行且同向时，珗犪·珗犫＝｜珗犪｜｜珗犫｜；当珗犪与珗犫平行且反

向时，珗犪·珗犫＝－｜珗犪｜｜珗犫｜．特别地，珗犪
２
＝｜珗犪｜

２
．

例５　设向量珗犪、珗犫满足｜珗犪｜＝２，｜珗犫｜＝３，〈珗犪，珗犫〉＝
π

３
．求

｜３珗犪－２珗犫｜．

解　因为

　　　｜３珗犪－２珗犫｜
２
＝（３珗犪－２珗犫）

２

＝（３珗犪）
２－２（３珗犪）·（２珗犫）＋（２珗犫）

２

＝９珗犪
２
－１２珗犪·珗犫＋４珗犫

２

＝９｜珗犪｜
２
－１２｜珗犪｜｜珗犫｜ｃｏｓ

π

３
＋４｜珗犫｜

２

＝９×２２－１２×２×３×
１

２
＋４×３２

＝３６，

所以｜３珗犪－２珗犫｜＝６．

　　由（１）类似可证：

（珗犪－珗犫）
２＝珗犪

２
－２珗犪·珗犫

＋珗犫
２

．
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例６　已知｜珗犪｜＝６，｜珗犫｜＝３，珗犪·珗犫＝－９槡２．求〈珗犪，珗犫〉．

解　因为ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝
珗犪·珗犫

｜珗犪｜｜珗犫｜
＝
－９槡２

６×３
＝－

槡２

２
，所以〈珗犪，珗犫〉

＝
３π

４
．

练习８．２（２）

１．在△犃犅犆中，已知犃犅
→
·犅犆
→
＝０．判断△犃犅犆的形状，并说明理由．

２．填空题：

（１）设向量珗犪、珗犫满足｜珗犪｜＝４，｜珗犫｜＝９，〈珗犪，珗犫〉＝
π

６
，则珗犪·（珗犪－珗犫）＝　　　　；

（２）设向量珗犪、珗犫满足｜珗犪｜＝５，｜珗犫｜＝６，（珗犪＋珗犫）·珗犫＝２１，则〈珗犪，珗犫〉＝　　　　．

３．设向量珗犪、珗犫满足｜珗犪｜＝２，｜珗犫｜＝３，且〈珗犪，珗犫〉＝１２０°．求｜珗犪＋珗犫｜．

习题８．２　 　

　犃组

１．设向量珗犪、珗犫满足｜珗犪｜＝６，｜珗犫｜＝３，且珗犪·珗犫＝－１２，则向量珗犪在向量珗犫方向上的投

影是　　　　．

２．在△犃犅犆中，若｜犃犅｜＝３，｜犃犆｜＝２，｜犅犆｜＝槡１０，则犃犅
→
·犃犆
→
＝　　　　．

３．已知向量珗犪与珗犫的夹角为４５°，且｜珗犪｜＝１，｜２珗犪－珗犫｜＝槡１０，则｜珗犫｜＝　　　　．

４．在菱形犃犅犆犇中，犃犅
→
＋犃犇
→

（ ）·犃犅
→
－犃犇
→

（ ）＝　　　　．

５．设向量珗犪、珗犫满足 珗犪 ＝１，珗犫 ＝槡２，向量珗犪－珗犫与珗犪垂直．求〈珗犪，珗犫〉．

６．设向量珗犪、珗犫满足〈珗犪，珗犫〉＝６０°， 珗犪 ＝３，珗犫 ＝３．求珗犪＋珗犫（ ）２．

７．在△犃犅犆中， 犃犅 ＝ 犃犆 ＝４，犃犅
→
·犃犆
→
＝８．判断△犃犅犆的形状，并说明理由．

８．设向量珗犪、珗犫满足 珗犪 ＝４，珗犫 ＝５， 珗犪＋珗犫 ＝槡２１．分别求下列各式的值：

（１）珗犪·珗犫；

（２）２珗犪－珗犫（ ）·珗犪＋３珗犫（ ）．

９．设珤犲１、珤犲２是互相垂直的单位向量，向量珗犪＝２珤犲１－珤犲２，珗犫＝－３珤犲１＋２珤犲２．求

珗犪－２珗犫（ ）·３珗犪＋珗犫（ ）．

１０．设向量珗犪、珗犫满足｜珗犪｜＝１，珗犪＋珗犫（ ）·珗犪－珗犫（ ）＝
１

２
．

（１）求珗犫 ；

（２）设珗犪·珗犫＝
１

２
，求〈珗犪，珗犫〉．
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１１．设向量珗犪、珗犫、珝犮满足珗犪＋珗犫＋珝犮＝０，且 珗犪 ＝４，珗犫 ＝３， 珝犮 ＝５．求下列各式

的值：

（１）珗犪·珝犮；

（２）珗犪·珗犫＋珗犫·珝犮＋珝犮·珗犪．

１２．在△犃犅犆中，犆＝
π

２
， 犃犆 ＝１．求犃犅

→
·犆犃
→
．

　犅组

１．在△犃犅犆中，若｜犃犅｜＝２，｜犃犆｜＝３，犃犅
→
·犅犆
→
＝１，则｜犅犆｜＝　　　　．

２．设向量珗犪、珗犫满足 珗犪 ＝２，珗犫 ＝１，〈珗犪，珗犫〉＝
２π

３
．求 珗犪－珗犫 ．

３．在△犃犅犆中， 犅犆 ＝３， 犃犆 ＝１，∠犅犆犃＝３０°．求犅犆
→
·犆犃
→
．

４．在直角三角形犃犅犆 中，若犇 是斜边犃犅 的中点，犘 为线段犆犇 的中点，则

｜犘犃｜２＋｜犘犅｜２

｜犘犆｜２
＝　　　　．

５．在△犃犅犆 中，设 犕 是犅犆 的中点，且｜犃犕｜＝３，｜犅犆｜＝１０，则犃犅
→
·

犃犆
→
＝　　　　．

６．已知珗犪、珗犫都是非零向量，且珗犪＋３珗犫与７珗犪－５珗犫垂直，珗犪－４珗犫与７珗犪－２珗犫垂直．求珗犪、

珗犫的夹角．

７．在△犃犅犆 中，内角犃、犅、犆 的对边依次为犪、犫、犮．求证：犃犅
→
·犃犆

→
＝

１

２
犫２＋犮２－犪２（ ）．

８．在四边形犃犅犆犇中，设向量犃犅
→
＝珗犪，犅犆

→
＝珒犫，犆犇

→
＝珝犮，犇犃

→
＝珝犱，且珗犪·珗犫＝珗犫·

珝犮＝珝犮·珝犱＝珝犱·珗犪．求证：四边形犃犅犆犇是矩形．
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８．３　向量的坐标表示

我们知道平面上的向量是该平面上一个有大小和方向的量，

我们还知道在平面上可以建立直角坐标系．能否利用平面直角坐

标系来研究平面上的向量呢？取定一个平面直角坐标系，就可以

把平面上的点与有序实数对（点的坐标）一一对应．如果把向量的

起点都放在坐标原点上，那么向量的终点的坐标就完全把这个向

量确定了．这样，平面上的点与有序实数对的一一对应就可以转

化为平面上的向量与有序实数对的一一对应．这样的对应就是本

节要讨论的向量的坐标表示．形式地定义这样的表示并不难，重

要的是如何以这样的表示为工具，进一步讨论向量的性质和运

算，使我们对向量的相关认识得到升华．

１ 向量基本定理

上面我们谈到了通过平面直角坐标系，可以把平面上的向量

和有序实数对一一对应起来．下面我们要用向量的语言建立和表

述这个一一对应．

如图８３１，把向量珗犪的起点放在坐标原点犗上，设其终点

是犃（狓，狔）．如前所述，就可以把向量珗犪 与一个有序实数对

（狓，狔）相对应．这个实数对对于向量珗犪的实际意义是什么呢？

设珗犻与珗犼分别是狓轴与狔轴正方向上的单位向量，把向量

珗犪＝犗犃
→
在珗犻与珗犼的方向上作投影犗犘

→
与犗犙
→
．其中，犘（狓，０）与

犙（０，狔）分别是点犃 在狓 轴与狔 轴上的投影．显然犗犘
→
＝狓珗犻，

犗犙
→
＝狔珗犼，而且犗犘犃犙是一个矩形，犗犃 是对角线．于是我们把

珗犪表示成了向量珗犻与珗犼的线性组合：

珗犪＝犗犃
→
＝狓珗犻＋狔珗犼．

这就是上面所述的向量珗犪与有序实数对（狓，狔）相对应的实际

意义．

从这里可以看到另一个事实：给定上面所说的两个向量珗犻与

珗犼，平面上的任意一个给定的向量珗犪都可以写成珗犻与珗犼的一个线性

图８３１
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组合．我们可以更一般地考虑：如果把珗犻与珗犼换成其他两个非零

向量珤犲１与珤犲２，那么平面上任意给定的一个向量是否都是珤犲１与珤犲２的

线性组合呢？

如果珤犲１∥珤犲２，那么结论显然不成立，因为这时珤犲１与珤犲２的任意

一个线性组合λ珤犲１＋μ珤犲２（λ与μ是实数）都是与珤犲１和珤犲２平行的向

量，所以不可能表示平面上的所有向量．然而，除了这个例外，

珤犲１与珤犲２的线性组合确实可以把平面上任意一个向量表示出来．更

准确地说，我们有如下定理：

　　向量基本定理　如果珤犲１与珤犲２是平面上两个不平行的向

量，那么该平面上的任意向量珗犪，都可唯一地表示为珤犲１与

珤犲２的线性组合，即存在唯一的一对实数λ与μ，使得

珗犪＝λ珤犲１＋μ珤犲２．

证明　本证明是前面关于把珗犪写成珗犪＝狓珗犻＋狔珗犼的证明的推

广．不过，由于所给的珤犲１与珤犲２不一定互相垂直，因此必须用构建

平行四边形的方法来代替做投影．

（１） （２）

图８３２

给定不平行的两个向量珤犲１、珤犲２和任意一个向量珗犪，如图

８３２（１）所示．从任意给定的一点犗 出发，作向量犗犈１
→
＝珤犲１，

犗犈２
→
＝珤犲２，犗犃

→
＝珗犪，如图８３２（２）所示．过点犃 作平行于直线

犗犈２的直线，交直线犗犈１于点犕，并作平行于直线犗犈１的直

线，交直线犗犈２于点犖，则犗犕犃犖 是平行四边形，犗犃是其对

角线，从而犗犃
→
＝犗犕

→
＋犗犖

→
．由于犗犕

→
∥犗犈１

→
，因此存在实数λ

使犗犕
→
＝λ犗犈１

→
＝λ珤犲１；同理，存在实数μ使犗犖

→
＝μ珤犲２．于是，珗犪＝

λ珤犲１＋μ珤犲２．

下面再证明这个实数对是唯一的．假设还成立珗犪＝λ′珤犲１＋

μ′珤犲２，就有
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（λ－λ′）珤犲１＝－（μ－μ′）珤犲２．

由于珤犲１与珤犲２不平行，因此λ－λ′＝μ－μ′＝０，即λ＝λ′，μ＝μ′．

给定平面上的一组向量，如果平面上的任意向量都可以唯一

地表示成这组向量的线性组合，那么就称这组向量是平面向量的

一个基．用这个术语，向量基本定理可以表述成：平面上任意两

个不平行的向量都组成平面向量的一个基．

例１　如图８３３，在平行四边形犃犅犆犇中，两条对角线

的交点是犕，设犃犅
→
＝珗犪，犃犇

→
＝珗犫．试用珗犪、珗犫的线性组合分别表

示犕犃
→
、犕犅

→
、犕犆

→
与犕犇

→
．

解　我们有

犃犆
→
＝犃犅
→
＋犃犇
→
＝珗犪＋珗犫，

犇犅
→
＝犃犅
→
－犃犇
→
＝珗犪－珗犫．

故　　犕犃
→
＝－
１

２
犃犆
→
＝－
１

２
（珗犪＋珗犫）＝－

１

２
珗犪－
１

２
珗犫，

　　　犕犅
→
＝
１

２
犇犅
→
＝
１

２
（珗犪－珗犫）＝

１

２
珗犪－
１

２
珗犫，

　　　犕犆
→
＝－犕犃

→
＝
１

２
珗犪＋
１

２
珗犫，

　　　犕犇
→
＝－犕犅

→
＝－
１

２
珗犪＋
１

２
珗犫．

探究与实践　 　

按提示的步骤探索用向量形式表达三点共线的充要条件，并导出直线的向量参数

方程：

图８３４

（１）如图８３４，给定平面上不共线的三个点犗、犃与犅，根据

向量基本定理，对平面上任意一点犘，都有实数λ 与μ，使得

犗犘
→
＝λ犗犃

→
＋μ犗犅

→
；

（２）证明犃、犅、犘三点共线的充要条件是λ＋μ＝１；

（３）由此推出，对直线犃犅上任意一点犘，一定存在唯一的实数

μ，使下列向量等式

犗犘
→
＝（１－μ）犗犃

→
＋μ犗犅

→

成立．反之，对任意给定的实数μ，在直线犃犅上都有唯一的点犘与之对应．上述向量等

式在将μ视为变动参数时，叫做直线犃犅的向量参数方程．

图８３３
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练习８．３（１）

　（第１题）

１．如图，珗犻与珗犼分别是平面直角坐标系中狓轴与狔轴正方向上的

单位向量，点犃在第一象限内，与坐标原点犗的距离为犪，犗犃与狓

轴的夹角为θ．又设犃′是犃关于狓轴的对称点．把向量犗犃
→
、犗犃′

→
表

示成向量珗犻与珗犼的线性组合．

２．已知平行四边形犃犅犆犇 的对角线交于点犗，且犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→

＝珗犫．把向量犗犆
→
、犗犇
→
、犇犆
→
与犅犆
→
表示成珗犪与珗犫的线性组合．

３．设犌为△犃犅犆的重心，用向量犅犆
→
＝珗犪与犃犆

→
＝珗犫的线性组合

来表示向量犃犌
→
、犅犌
→
与犆犌
→
．

２ 向量的正交分解与坐标表示

把向量珗犪写成所在平面上两个不平行向量珤犲１与珤犲２的线性组

合的过程称为珗犪关于珤犲１与珤犲２的分解（ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）．我们特别关

注向量关于两个互相垂直的向量的分解这一特殊而实用的情况，

即在珤犲１⊥珤犲２情况下进行向量的分解．这种分解称为向量的正交分

解（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）．

物理中常常将力进行正交分解，就是向量正交分解的一个常

见的应用．如图８３５，将斜面上物体的重力分解为沿斜面的下

滑力和垂直于斜面的正压力．

在平面直角坐标系中任意一个向量珗犪关于狓轴与狔轴正方向

上的单位向量珗犻与珗犼的分解珗犪＝狓珗犻＋狔珗犼就是一个正交分解．这个

正交分解称为向量珗犪 在这个平面直角坐标系中的坐标分解

（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ），而有序实数对（狓，狔）则称为向量珗犪

的坐标（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ），并直接表示成

珗犪＝（狓，狔）．

向量的这种表示法称为它的坐标表示（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ），

并可以直接用向量的坐标（狓，狔）代表一个向量．

必须注意，在向量珗犪的坐标表示中，我们先要作出从坐标原

点犗出发的向量犗犃
→
＝珗犪，才能用点犃 的坐标（狓，狔）表示向量珗犪

的坐标．为此，我们把向量犗犃
→
称为珗犪 的位置向量（ｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｖｅｃｔｏｒ）．位置向量终点的坐标才是所给向量的坐标．

例２　如图８３６，写出向量珗犪、珗犫与珝犮的坐标．

解　因为珗犪与珗犫的位置向量都是犗犃
→
，所以珗犪＝珗犫＝（１，２）；

因为珝犮的位置向量是犗犅
→
，所以珝犮＝（１，－２）．

图８３５

图８３６
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３ 向量线性运算的坐标表示

有了向量的坐标表示后，向量的运算可以转化为其坐标的相

应运算．

设（狓１，狔１）、（狓２，狔２）与（狓，狔）均是坐标表示的向量，λ是一

个实数，则

（狓１，狔１）±（狓２，狔２）＝（狓１±狓２，狔１±狔２），

λ（狓，狔）＝（λ狓，λ狔）．

这就是说：向量相加（减），可化为把它们的对应坐标相加

（减）；一个向量乘一个实数，可化为把它的坐标乘这个实数．

这些公式的证明是容易的：

因为（狓１，狔１）＝狓１珗犻＋狔１珗犼，（狓２，狔２）＝狓２珗犻＋狔２珗犼，所以

　　（狓１，狔１）＋（狓２，狔２）＝（狓１珗犻＋狔１珗犼）＋（狓２珗犻＋狔２珗犼）

＝（狓１＋狓２）珗犻＋（狔１＋狔２）珗犼

＝（狓１＋狓２，狔１＋狔２）．

对（狓，狔）＝狓珗犻＋狔珗犼，有

λ（狓，狔）＝λ（狓珗犻＋狔珗犼）＝（λ狓）珗犻＋（λ狔）珗犼＝（λ狓，λ狔）．

例３　给定向量珗犪＝（４，－１）与珗犫＝（５，２），求向量２珗犪＋３珗犫

的坐标．

解　因为２珗犪＝（８，－２），３珗犫＝（１５，６），所以

２珗犪＋３珗犫＝（８＋１５，－２＋６）＝（２３，４）．

向量的模在坐标表示下也是容易计算的：设珗犪＝（狓，狔），则

｜珗犪｜＝｜（狓，狔）｜＝ 狓
２＋狔槡 ２．

这是因为｜珗犪｜是以｜狓｜和｜狔｜为直角边的直角三角形的斜边．

我们已经学过，为了求出一个向量的坐标，先要作出它从

坐标原点犗出发的位置向量，才能从位置向量终点的坐标得到

这个向量的坐标．我们希望能从任意向量的起点坐标和终点坐

标直接得出向量的坐标．

于是，对平面上的任意两点犘（狓１，狔１）与犙（狓２，狔２），我们

要求向量犘犙
→
的坐标．
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由犗犘
→
＝（狓１，狔１），犗犙

→
＝（狓２，狔２），得

犘犙
→
＝犗犙
→
－犗犘
→
＝（狓２，狔２）－（狓１，狔１）＝（狓２－狓１，狔２－狔１）．

因此，一个向量的坐标等于这个向量的终点坐标减去它的起

点坐标．

例４　平面上犃、犅、犆三点的坐标分别为（２，１）、（－３，２）、

（－１，３），写出向量犃犆
→
、犅犆
→
的坐标．

解　犃犆
→
＝（－１－２，３－１）＝（－３，２），

犅犆
→
＝（－１－（－３），３－２）＝（２，１）．

例５　已知平面上两点犘、犙 的坐标分别为（－２，４）、

（２，１），求犘犙
→
的单位向量珬犪０的坐标．

解　因为犘犙
→
＝（２－（－２），１－４）＝（４，－３），

｜犘犙
→
｜＝ ４２＋（－３）槡 ２＝５，

所以　　　　　　珬犪０＝
１

｜犘犙
→
｜
犘犙
→
＝
１

５
（４，－３）＝（４５，－

３

５）．

练习８．３（２）

１．已知向量珗犪＝（－２，３），珗犫＝（２，－５）．求３珗犪－珗犫的坐标及｜３珗犪－珗犫｜．

２．求向量珗犪＝（３，－４）的单位向量的坐标．

３．已知平面上犃、犅、犆三点的坐标分别为（０，１）、（１，２）、（３，４），求犃犅
→
、犅犆
→
、犃犆
→

的坐标，并证明犃、犅、犆三点共线．

４ 向量数量积与夹角的坐标表示

给定两个坐标表示的向量珗犪＝（狓１，狔１）与珗犫＝（狓２，狔２），它们

的数量积是

　　珗犪·珗犫＝（狓１珗犻＋狔１珗犼）·（狓２珗犻＋狔２珗犼）

＝（狓１狓２）珗犻
２
＋（狓１狔２＋狓２狔１）珗犻·珗犼＋狔１狔２珗犼

２
．

因为珗犻、珗犼是互相垂直的单位向量，所以珗犻
２
＝１，珗犻·珗犼＝０，

珗犼
２
＝１，于是

珗犪·珗犫＝狓１狓２＋狔１狔２．

这就是说，两个向量的数量积等于它们对应坐标的乘积的和．
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我们前面给出过用两个向量的数量积表示两个向量夹角的

公式，但当时因为数量积的计算依赖于向量的夹角，那个公式

的实际意义没有足够地显示出来．现在，给定两个非零向量

珗犪＝（狓１，狔１）与珗犫＝（狓２，狔２），把用坐标表示的模的公式和数量积

公式代入原来的向量夹角公式，我们得到

ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝
珗犪·珗犫

｜珗犪｜｜珗犫｜
＝

狓１狓２＋狔１狔２

狓２１＋狔
２槡 １ 狓

２
２＋狔

２槡 ２

．

这样，把向量夹角用它们的坐标表示出来，使用上就很方便了．

例６　已知向量珗犪＝（１，２），珗犫＝（２，－２）．求｜珗犪｜、｜珗犫｜与

〈珗犪，珗犫〉．

解　｜珗犪｜＝ １
２＋２槡 ２＝槡５，｜珗犫｜＝ ２２＋（－２）槡 ２＝２槡２，故

ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝
珗犪·珗犫

｜珗犪｜｜珗犫｜
＝
１×２＋２×（－２）

槡５×２槡２
＝－
槡１０

１０
，

从而〈珗犪，珗犫〉＝π－ａｒｃｃｏｓ
槡１０

１０
．

例７　已知△犃犅犆中犃、犅、犆三点的坐标分别为（２，－２）、

（－２，３）、（３，７），求证：△犃犅犆为直角三角形．

证明　因为犃犅
→
＝（－４，５），犅犆

→
＝（５，４），

犃犅
→
·犅犆
→
＝（－４）×５＋５×４＝０，

所以犃犅
→
⊥犅犆
→
，即△犃犅犆为直角三角形．

利用坐标形式的向量夹角公式，我们可以得到两个向量垂直

和平行的充要条件：

　　给定向量珗犪＝（狓１，狔１）与珗犫＝（狓２，狔２），则

（１）珗犪⊥珗犫的充要条件是狓１狓２＋狔１狔２＝０；

（２）珗犪∥珗犫的充要条件是狓１狔２＝狓２狔１．

证明　如果珗犪、珗犫中有零向量，结论是显然的．因此，只要考

虑珗犪、珗犫均不为零向量的情况．

（１）根据向量夹角公式

珗犪⊥珗犫〈珗犪，珗犫〉＝
π

２

ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝０
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狓１狓２＋狔１狔２＝０．

（２）因为

珗犪∥珒犫〈珗犪，珒犫〉＝０或πｃｏｓ〈珗犪，珒犫〉＝±１，仍根据向量夹角

公式

珗犪∥珗犫
狓１狓２＋狔１狔２

狓２１＋狔
２槡 １ 狓２２＋狔

２槡 ２

＝±１

（狓１狓２＋狔１狔２）２＝（狓２１＋狔２１）（狓２２＋狔２２）

狓２１狔
２
２－２狓１狓２狔１狔２＋狓

２
２狔
２
１＝０

（狓１狔２－狓２狔１）２＝０

狓１狔２＝狓２狔１．

用坐标形式的向量夹角公式，并模仿这里所用的把公式两边

同时平方的方法，可以证明一个重要的代数不等式．这是向量工

具在代数中应用的一个实例．

例８　已知狓１、狓２、狔１、狔２都是实数，求证：

（狓１狓２＋狔１狔２）２≤（狓２１＋狔２１）（狓２２＋狔２２），

并且等式成立的充要条件是狓１狔２＝狓２狔１．

证明　构造向量珗犪＝（狓１，狔１），珗犫＝（狓２，狔２）．如果其中有零

向量，那么结论显然成立，从而只要考虑珗犪、珗犫都是非零向量的

情况．把坐标形式的向量夹角公式两边同时平方，整理后可得

（狓１狓２＋狔１狔２）２＝（狓２１＋狔２１）（狓２２＋狔２２）ｃｏｓ２〈珗犪，珗犫〉．

因为０≤ｃｏｓ２〈珗犪，珗犫〉≤１，所以

（狓１狓２＋狔１狔２）２≤（狓２１＋狔２１）（狓２２＋狔２２）．

并且，

等号成立ｃｏｓ２〈珗犪，珗犫〉＝１

珗犪∥珗犫

狓１狔２＝狓２狔１．

练习８．３（３）

１．已知向量珗犪＝（２，３），珗犫＝（－２，４），珝犮＝（－１，－２）．求珗犪·珗犫，珝犮·（珗犪－珗犫）．

２．已知向量珗犪＝（－３，４），珗犫＝（５，１２）．求｜珗犪｜、｜珗犫｜以及〈珗犪，珗犫〉．

３．在△犃犅犆中，已知犃、犅、犆三点的坐标分别为（－２，３）、（０，－１）、（１，犽），且

∠犆为直角．求实数犽的值．

４．已知向量珗犪＝（１，２），珗犫＝（３，１），珝犮＝珗犫－犽珗犪，且珗犪⊥珝犮．求实数犽的值及向量珝犮的

坐标．

　　这是著名的柯西

施瓦兹不等式（Ｃａｕｃｈｙ
ＳｃｈｗａｒｚＩｎｅｑｕａｌｉｔｙ）．
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习题８．３　 　

　犃组

　（第１题）

１．如图，犗犃犇犅是以向量犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→
＝珗犫为邻边的平行四边

形，犆是对角线的交点，且犅犕＝
１

３
犅犆，犆犖＝

１

３
犆犇．试用珗犪、珗犫

表示犗犕
→
、犗犖

→
、犕犖

→
．

２．已知向量珗犪＝（－１，２），珗犫＝（２，１）．求２珗犪＋３珗犫，珗犪－２珗犫，
１

２
珗犪－
１

３
珗犫．

３．已知点犃（３，２）、犅（７，５）、犆（－１，８），求犃犅
→
－
１

２
犃犆
→
．

４．已知向量珗犪＝（－５，１２），求｜珗犪｜以及向量珗犪的单位向量珬犪０．

５．已知点犃（１，２）、犅（－３，１），且犃犆
→
＝
１

２
犃犅
→
，犃犇

→
＝３犃犅

→
，犃犈
→
＝－
１

３
犃犅
→
．求点犆、

犇、犈的坐标．

６．已知向量珗犪＝（５，３），珗犫＝（狓，１），且珗犪∥珗犫．求实数狓的值．

７．已知点犃（３，０）、犅（－１，－６），点犘是直线犃犅上一点，且｜犃犘
→
｜＝
１

３
｜犃犅
→
｜．求点

犘的坐标．

８．已知向量珗犪＝（３，－１），珗犫＝（１，－２）．求珗犪·珗犫与〈珗犪，珗犫〉．

９．已知向量珗犪＝（３－犿，３犿），珗犫＝（犿＋２，－２），且珗犪⊥珗犫．求实数犿的值．

１０．已知向量珗犪＝（２，４），求与珗犪垂直的单位向量的坐标．

　犅组

１．已知犗为坐标原点，在△犃犅犆中，向量犗犃
→
＝（２，３），犗犅

→
＝（１，４），且犗犆

→
＝３犗犃

→
，

犗犇
→
＝３犗犅

→
，犗犈
→
＝２犗犃

→
＋犗犅
→
．求犆、犇、犈 三点的坐标，并判断犆、犇、犈 三点是否

共线．

２．已知向量珗犪＝（１，２），珗犫＝（犿，１），且珗犪＋２珗犫与２珗犪－珗犫平行．求实数犿的值．

３．经过点犕（－２，３）的直线分别与狓轴、狔轴交于犃、犅 两点，且｜犃犅
→
｜＝３｜犃犕

→
｜．

求点犃、犅的坐标．

４．已知向量珗犪＝（１，－１），珗犫＝（２，－３），且犽珗犪－２珗犫与珗犪垂直．求实数犽的值．
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８．４　向量的应用

向量在数学、物理以及实际生活中都有着广泛的应用．上一

节末我们给出了向量在代数中的应用，本节将继续通过例题给出

更多的应用．先考虑一些几何问题．

例１　已知犘是直线犘１犘２上一点，且犘１犘
→
＝λ犘犘２

→
（λ为

实数，且λ≠－１），犘１、犘２的坐标分别为（狓１，狔１）、（狓２，狔２）．

求点犘的坐标（狓，狔）．

解　由犘１犘
→
＝λ犘犘２

→
，可知

狓－狓１＝λ（狓２－狓），

狔－狔１＝λ（狔２－狔）．
烅
烄

烆

因为λ≠－１，故

狓＝
狓１＋λ狓２

１＋λ
，

狔＝
狔１＋λ狔２

１＋λ
．

烅

烄

烆

特别地，当λ＝１时，犘为线段犘１犘２的中点，其坐标为

狓＝
狓１＋狓２

２
，

狔＝
狔１＋狔２

２
．

烅

烄

烆

例２　已知△犃犅犆 三个顶点犃、犅、犆 的坐标分别是

（狓１，狔１）、（狓２，狔２）、（狓３，狔３），求此三角形重心犌的坐标．

解　如图８４１，由于点犌是△犃犅犆的重心，因此犆犌与

犃犅的交点犇 是犃犅 的中点，于是点犇 的坐标为（狓１＋狓２２
，

狔１＋狔２

２ ）．
设犌的坐标为（狓，狔），因为犆犌

→
＝２犌犇

→
，所以由上述定比分

点公式，得

狓＝

狓３＋２·
狓１＋狓２

２

１＋２
，

狔＝

狔３＋２·
狔１＋狔２

２

１＋２
．

烅

烄

烆

　　这个公式称为线

段的定比分点公式．

　　这个公式称为线

段中点公式．

图８４１
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整理，得

狓＝
狓１＋狓２＋狓３

３
，

狔＝
狔１＋狔２＋狔３

３
．

烅

烄

烆

这就是△犃犅犆重心犌的坐标．

例３　证明：对角线互相平分的四边形是平行四边形．

已知　如图８４２，设四边形犃犅犆犇 的对角线犃犆、犅犇 交

于点犗，且犃犗＝犗犆，犅犗＝犗犇．

求证　犃犅犆犇是平行四边形．

证明　 犃犅
→
＝犃犗
→
＋犗犅
→
＝
１

２
犃犆
→
＋
１

２
犇犅
→
，

犇犆
→
＝犇犗
→
＋犗犆
→
＝
１

２
犇犅
→
＋
１

２
犃犆
→
，

于是有犃犅
→
＝犇犆
→
，即犃犅＝犇犆且犃犅∥犇犆，故犃犅犆犇是平行四

边形．

例４　在△犃犅犆中，设犆犃
→
＝珗犪，犆犅

→
＝珗犫，记△犃犅犆的面

积为犛．

（１）求证：犛＝
１

２
｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２
－（珗犪·珗犫）

２槡
　

；

（２）设珗犪 ＝ （狓１，狔１），珗犫 ＝ （狓２，狔２）．求 证：犛 ＝

１

２
｜狓１狔２－狓２狔１｜．

证明　（１）如图８４３，设∠犆＝〈珗犪，珗犫〉＝θ．我们有犛＝

１

２
｜犪｜｜犫｜ｓｉｎθ，于是

　　　　　犛２＝
１

４
｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２
ｓｉｎ２θ

＝
１

４
｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２（１－ｃｏｓ２θ）

＝
１

４
（｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２
－｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２
ｃｏｓ２θ）

＝
１

４
［｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２
－（珗犪·珗犫）

２］，

所以犛＝
１

２
｜珗犪｜

２
｜珗犫｜

２
－（珗犪·珗犫）

２槡
　

．

（２）因为

图８４２

图８４３
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｜珗犪｜
２
｜珗犫｜

２
－（珗犪·珗犫）

２＝（狓２１＋狔２１）（狓２２＋狔２２）－（狓１狓２＋狔１狔２）２

＝狓２１狔
２
２－２狓１狓２狔１狔２＋狓

２
２狔
２
１

＝（狓１狔２－狓２狔１）２，

所以犛＝
１

２
｜狓１狔２－狓２狔１｜．

练习８．４（１）

　（第２题）

１．已知坐标平面上三个点犃（１，１）、犅（４，２）与犆（－２，－６），求

△犃犅犆的面积．

２．如图，已知△犃犅犆，犇、犈 分别是犃犅、犃犆 的中点．求证：

犇犈∥犅犆．

３．已知平面上犃、犅两点的坐标分别是（２，５）、（３，０），犘是直线

犃犅上的一点，且犃犘
→
＝－
２

３
犘犅
→
．求点犘的坐标．

　　 例５　如图８４４，平面上犃、犅、犆三点的坐标分别是

（２，３）、（２，０）、（１，１）．已知小明在点犅处休憩，有只小狗沿着

犃犆所在直线来回跑动．问：其在什么位置时，离小明最近？

解　记珗犪＝犆犃
→
，珗犫＝犅犆

→
，则

珗犪＝（２－１，３－１）＝（１，２），

珗犫＝（１－２，１－０）＝（－１，１）．

设犇是直线犆犃上随着小狗跑动而动态变化的点，则犆犇
→
可

写成λ珗犪的形式，λ是实数．问题转化为：确定λ的值，使向量

犅犇
→
＝犅犆
→
＋犆犇
→
＝珗犫＋λ珗犪的模｜珗犫＋λ珗犪｜取到最小值，此时向量犆犇

→

的终点犇即为小狗离小明最近的位置．

如果犇为犇０使得犅犇０
→
⊥犆犃
→
，即犆犃

→
·犅犇０

→
＝０，那么向量

犅犇
→
的模取到最小值．于是，λ要满足珗犪·（珗犫＋λ珗犪）＝０，即λ珗犪

２

＝－珗犪·珗犫，故

λ＝－
珗犪·珗犫

｜珗犪｜
２＝－

１×（－１）＋２×１
５

＝－
１

５
．

从而犅犇０
→
＝珗犫－

１

５
珗犪＝（－１，１）－

１

５
（１，２）＝（－６５，

３

５），最终推出
犇０的坐标是

（－６５＋２，
３

５
＋０）＝（４５，

３

５）．

因此，当其在点（４５，
３

５）时，离小明最近．

图８４４

　　若将题中向量犅犇
→

的模｜珗犫＋λ珗犪｜看作是一

个λ的函数，则这个
例子体现了向量在函

数中的应用．同学们

也不妨思考一下，如
果不借助于向量方法，
那么如何求得点 犇０
的坐标？
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例６　用向量方法证明：

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

证明　如图８４５，建立平面直角坐标系，并设犃、犅是单

位圆上的任意两点，而角α与β都是顶点在原点犗、始边为狓轴

正半轴的角，其终边分别落在犗犃与犗犅上．考虑向量

珗犪＝犗犃
→
＝（ｃｏｓα，ｓｉｎα），珗犫＝犗犅

→
＝（ｃｏｓβ，ｓｉｎβ）．

我们要求出〈珗犪，珗犫〉（的余弦）．注意到交换α与β不影响要证

明的公式，可以假设从犗犅
→
旋转到犗犃

→
的最小正角就是〈珗犪，珗犫〉．这

个角与角α－β有相同的始边与终边，于是

ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝ｃｏｓ（α－β）．

又由于｜珗犪｜＝｜珗犫｜＝１，我们得到

珗犪·珗犫＝｜珗犪｜｜珗犫｜ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓ（α－β）．

另一方面，用向量的坐标表示来计算数量积，我们有

珗犪·珗犫＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

综上所述，

ｃｏｓ（α－β）＝ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ．

例７　将质量为２０ｋｇ的物体用两根绳子悬挂起来，如图

８４６（１），两根绳子与铅垂线的夹角分别为４５°与３０°．求它们分

别提供的拉力的大小．（结果精确到０．１Ｎ）

解　设两根绳子的拉力分别是珬犳１与珬犳２，则它们的合力珬犳１＋珬犳２

与物体的重力大小相等、方向相反，即珬犳１＋珬犳２是垂直向上、模为

２０犵（Ｎ）的向量，这里犵≈９．８（ｍ／ｓ２）是重力加速度．

（１）

　　　

（２）

图８４６

以珬犳１与珬犳２的公共作用点为原点，以珬犳１＋珬犳２为狔轴的正半轴，

建立平面直角坐标系，如图８４６（２）所示．

令犪＝｜珬犳１｜，犫＝｜珬犳２｜，则

珬犳１＝犪（ｃｏｓ４５°，ｓｉｎ４５°）＝（槡２２犪，
槡２

２
犪），

图８４５
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珬犳２＝犫（ｃｏｓ１２０°，ｓｉｎ１２０°）＝（－１２犫，
槡３

２
犫）．

因为珬犳１＋珬犳２＝（０，２０犵），所以

槡２

２
犪－
１

２
犫＝０，

槡２

２
犪＋
槡３

２
犫＝２０犵．

烅

烄

烆

解得犪＝１０（槡６－槡２）犵≈１０１．５（Ｎ），犫＝２０（槡３－１）犵≈１４３．５（Ｎ）．

综上所述，这两根绳子所提供的拉力分别约为１０１．５Ｎ和

１４３．５Ｎ．

练习８．４（２）

１．已知两个力（单位：Ｎ）珬犳１与珬犳２的夹角为６０°，其中珬犳１＝（２，０）．某质点在这两个力的

共同作用下，由点犃（１，１）移动至点犅（６，６）（单位：ｍ）．

（１）求珬犳２；

（２）求珬犳１与珬犳２的合力对质点所做的功．

２．已知平面上三点犃、犅、犆的坐标分别是（１，７）、（２，２）、（０，１），犘 为直线犃犆上

的一动点．问：犘在什么位置时，｜犅犘
→
｜取到最小值？

习题８．４　 　

　犃组

１．已知平面上犃、犅两点的坐标分别是（３，５）、（０，１），犘为直线犃犅上一点，且犃犘
→
＝

１

５
犘犅
→
．求点犘的坐标．

２．已知△犃犅犆的三个顶点犃、犅、犆的坐标分别是（１，２）、（２，３）、（３，７），求此三角

形的面积．

３．用向量方法证明三角形的余弦定理．

　（第５题）

４．菱形是四条边都相等的四边形．用向量方法证明菱形的对

角线互相垂直．

５．如图，已知犕、犖 是平行四边形犃犅犆犇 的对角线犃犆上

的两点，且犃犕＝犆犖．求证：犅犕犇犖 是平行四边形．
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　犅组

１．证明：三角形的三条中线相交于一点．

２．已知平面上不共线的三点犃（狓１，狔１）、犅（狓２，狔２）与犆（狓３，狔３），求证：△犃犅犆的

面积犛＝
１

２
｜狓１（狔２－狔３）＋狓２（狔３－狔１）＋狓３（狔１－狔２）｜．

３．已知犪、犫均为正数，且犪＋犫＝１．求证：（犪＋２）２＋（犫＋３）２≥１８．

４．已知犃犅犆犇是正方形，犕 是犃犅边的中点，点犈在对角线犃犆上，且犃犈∶犈犆＝

３∶１．求证：∠犕犈犇＝
π

２
．

５．用向量方法证明：把一个平行四边形的一个顶点和两条不过此顶点的边的中点分别

连线，则这两条连线三等分此平行四边形的一条对角线．

探究与实践　 　

宇航员的训练

　图８４７

　　地球的重力加速度与月球以及其他星球的重力加速度是不同

的．为了使宇航员适应不同的重力环境，宇航训练部建造了训练装

置：如图８４７，一个可滑动的连杆与人的腰部联结，人在一个固

定的斜面上行走，连杆与斜面始终保持平行，适当调整这个斜面的

位置，可使人对斜面的作用力相当于人在某个星体上的重力．

（１）已知月球重力加速度犵１是地球重力加速度犵的
１

６
，为模

拟月球重力对宇航人员的作用，角θ的大小应如何选取？

（２）先查出火星重力加速度的数据，并判断当θ＝６８°时该装置

能否训练去火星的宇航员．

课后阅读　 　

话 说 向 量

　　向量的故事可以追溯到遥远的年代．早年的向量———物理学家称之为“矢量”，只是物

理学专门用来表示力和速度等物理量的工具，并不为数学家所重视．古希腊学者亚里士多



８．４　　　向量的应用

１２７　　

德（Ａｒｉｓｔｏｔｌｅ）已经知道两个力的合成可以用平行四边形的法则得到．但是，在欧几里得

（Ｅｕｃｌｉｄ）集古希腊数学大成的《几何原本》中，却没有讨论向量．此后２０００年左右，不管

是文艺复兴时期，还是牛顿（Ｉ．Ｎｅｗｔｏｎ）与莱布尼茨（Ｇ．Ｌｅｉｂｎｉｚ）创立微积分之后的１７、１８

世纪，人们对向量的认识并没有发生什么根本性的变化．但进入１９世纪，事情开始有了

很大的转机．其中，对“复数”（将在下一章学习）认识的深入起了重要的推动作用．为了更

好地理解复数，丹麦数学家韦塞尔（Ｃ．Ｗｅｓｓｅｌ）于１７９７年，瑞士数学家阿尔冈（Ｊ．Ａｒｇａｎｄ）

于１８０６年独立地建立起复数的几何表示，而高斯（Ｊ．Ｇａｕｓｓ）的工作则使这一原理广为人

知，并被数学家们普遍接受．在熟悉复数的几何表示之后，数学家们逐步认识到复数可用

来表示和研究平面上的向量．平面向量与复数之间建立起一一对应，这不但为虚数的现实

化提供了可能，也为向量的发展开辟了道路．

在现代数学中，平面上和空间中直观的向量被形式化地推广为高维向量，形成了抽象

的向量空间的概念，是大学数学中线性代数的主要内容．

向量连接着代数和几何，连接着数学与物理．在数学上，点的直角坐标、向量的坐标

分解、直角三角形中锐角的正弦与余弦、复数的实部与虚部，这些概念形式上不同，却又

彼此相通．因此，向量也会是中学数学舞台上一位独具魅力的角色．
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内容提要　 　

１．平面向量的基本概念

（１）向量：既有大小又有方向的量，常用珗犪、犃犅
→
等记号表示．

（２）向量的模：向量的大小，向量珗犪的模记为｜珗犪｜．

（３）零向量：其模为０，方向任意．

（４）单位向量：模为１的向量；非零向量珗犪的单位向量是
珗犪

｜珗犪｜
．

（５）平行向量：方向相同或相反的向量．

（６）相等向量：方向相同、模相等的向量．

（７）负向量：方向相反、模相等的向量．

２．向量的线性运算

（１）平面向量的加法、减法：运用平行四边形法则或三角形法则．

（２）减去一个向量等于加上它的负向量．

（３）实数与平面向量的乘法：实数λ与向量珗犪的乘积，记作λ珗犪．

（４）向量的加法满足交换律和结合律；实数与向量的乘法对向量加减法满足分配律．

３．向量的投影与数量积

（１）向量的夹角：向量珗犪与珗犫的夹角记为〈珗犪，珗犫〉，其值０≤〈珗犪，珗犫〉≤π．

（２）向量的投影：向量珗犫在非零向量珗犪方向上的投影是如下的向量：

｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉
珗犪

｜珗犪｜
．

其中，系数｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉称为向量珗犫在向量珗犪方向上的数量投影．

（３）向量珗犪与珗犫的数量积定义为

珗犪·珗犫＝｜珗犪｜｜珗犫｜ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉．

（４）向量的数量积满足交换律，并且是线性的（即对向量的加减满足分配律，且可与

实数的乘法交换）．

４．平面向量基本定理与向量的坐标表示

（１）平面向量基本定理：给定平面上两个不平行的向量，则该平面上的任意向量都可

以唯一地表示为这两个向量的线性组合，也就是说，平面上任意两个不平行的向量都组成

了一个基．

（２）向量的坐标表示：在直角坐标系中，把向量珗犪的起点放到坐标原点，向量就直接

用它的终点坐标（狓，狔）表示为珗犪＝（狓，狔），称为向量的坐标表示，这样，向量珗犪就可写成

坐标轴正方向上的单位向量珗犻、珗犼的线性组合珗犪＝狓珗犻＋狔珗犼．

（３）给定平面上两点犃（狓１，狔１）与犅（狓２，狔２），则犃犅
→
＝（狓２－狓１，狔２－狔１）．



复习题

１２９　　

５．坐标表示下的向量运算

设向量珗犪＝（狓１，狔１），珗犫＝（狓２，狔２），则

（１）｜珗犪｜＝ 狓
２
１＋狔

２槡 １．

（２）珗犪±珗犫＝（狓１±狓２，狔１±狔２）．

（３）λ珗犪＝（λ狓１，λ狔１），λ∈犚．

（４）珗犪·珗犫＝狓１狓２＋狔１狔２．

６．向量的夹角、平行与垂直

设向量珗犪＝（狓１，狔１），珗犫＝（狓２，狔２），则

（１）ｃｏｓ〈珗犪，珗犫〉＝
珗犪·珗犫

｜珗犪｜｜珗犫｜
＝

狓１狓２＋狔１狔２

狓２１＋狔
２槡 １ 狓

２
２＋狔

２槡 ２

．

（２）珗犪∥珗犫珗犫＝λ珗犪（λ∈犚）或珗犪＝μ珗犫（μ∈犚）狓１狔２＝狓２狔１．

（３）珗犪⊥珗犫珗犪·珗犫＝０狓１狓２＋狔１狔２＝０．

７．向量的应用

要体会如何从各种有关的问题中抽象出相应的向量问题，并用所掌握的向量方法解决

这个向量问题，从而使原问题得以解决．

复习题　 　

　犃组

　（第１题）

１．如图，在边长为１的小正方形组成的网格上，求：

　　（１）｜犃犅
→
｜； （２）｜犆犇

→
｜； （３）｜犈犉

→
｜．

２．已知珗犪、珗犫均为非零向量，写出｜珗犪＋珗犫｜＝｜珗犪｜＋｜珗犫｜成立的充

要条件．

３．已知珗犪、珗犫为非零向量，且珗犪、珗犫、５珗犪－４珗犫在同一起点上．求

证：它们的终点在同一条直线上．

４．在矩形犃犅犆犇中，边犃犅、犃犇的长分别为２、１，若犕、犖 分别是边犅犆、犆犇上

的点，且满足｜
犅犕
→
｜

｜犅犆
→
｜
＝
｜犆犖
→
｜

｜犆犇
→
｜
，则犃犕

→
·犃犖

→
的取值范围是　　　　．

５．已知两个向量珤犲１、珤犲２满足｜珤犲１｜＝２，｜珤犲２｜＝１，〈珤犲１，珤犲２〉＝６０°，且向量２λ珤犲１＋７珤犲２与向

量珤犲１＋λ珤犲２的夹角为钝角．求实数λ的取值范围．

６．已知向量珗犪＝（１，０），珗犫＝（２，１）．

（１）求｜珗犪＋３珗犫｜；

（２）当犽为何实数时，犽珗犪－珗犫与珗犪＋３珗犫平行？ 平行时它们是同向还是反向？
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７．已知在平面直角坐标系中，犗为原点，点犃（４，－３），犅（－５，１２）．

（１）求向量犃犅
→
的坐标及｜犃犅

→
｜；

（２）已知向量犗犆
→
＝２犗犃

→
＋犗犅
→
，犗犇
→
＝犗犃
→
－３犗犅

→
，求犗犆

→
及犗犇
→
的坐标；

（３）求犗犃
→
·犗犅
→
．

８．已知向量珗犪＝（３，－２），珗犫＝（－２，１），珝犮＝（７，－４），求λ、μ，使得珝犮＝λ珗犪＋μ珗犫．

９．已知点犕（３，－２）、犖（－５，－１），且犕犘
→
＝
１

３
犕犖
→
．求点犘的坐标．

１０．在等腰三角形犃犅犆中，已知犇为底边犅犆的中点．求证：犃犇⊥犅犆．

　（第１１题）

１１．如图，在四边形犃犅犆犇 中，犌 为对角线犃犆与犅犇 中点

连线犕犖 的中点，犘 为平面上任意给定的一点．求证：４犘犌
→
＝

犘犃
→
＋犘犅
→
＋犘犆
→
＋犘犇
→
．

１２．在四边形犃犅犆犇 中，向量犃犅
→
＝珗犻＋２珗犼，犅犆

→
＝－４珗犻－珗犼，

犆犇
→
＝－５珗犻－３珗犼．求证：犃犅犆犇为梯形．

　犅组

１．已知珗犪、珗犫、珝犮均为非零向量，其中的任意两个向量都不平行，且珗犪＋珗犫与珝犮是平行

向量，珗犪＋珝犮与珗犫是平行向量．求证：珗犫＋珝犮与珗犪是平行向量．

２．如图，点犃、犕、犅 在同一条直线上，点犗 不在该直线上，且犃犕
→
＝
１

３
犃犅
→
．设

犗犃
→
＝珗犪，犗犅

→
＝珗犫，犗犕

→
＝珝犮，试用向量珗犪、珗犫表示珝犮．

（第２题）

　　　　　

（第４题）

３．设平面上有两个向量珗犪＝（ｃｏｓα，ｓｉｎα）（０°≤α＜３６０°），珗犫＝（－１２，
槡３

２）．
（１）求证：向量珗犪＋珗犫与珗犪－珗犫垂直；

（２）当向量槡３珗犪＋珗犫与珗犪－槡３珗犫的模相等时，求α的大小．

４．如图，在矩形犃犅犆犇中，犃犅＝槡２，犅犆＝２，犈为犅犆的中点，点犉在边犆犇上且

犃犅
→
·犃犉
→
＝槡２．求犃犈

→
·犅犉
→
的值．

５．已知等边三角形犃犅犆的边长为１，犅犆
→
＝珗犪，犆犃

→
＝珗犫，犃犅

→
＝珝犮．求珗犪·珗犫＋珗犫·珝犮＋

珝犮·珗犪．
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６．已知向量犗犃
→
＝（犽，１２），犗犅

→
＝（４，５），犗犆

→
＝（－犽，１０），且犃、犅、犆三点共线．求

实数犽的值．

７．已知向量犗犃
→
＝（１，７），犗犅

→
＝（５，１），犗犘

→
＝（２，１），犓 为直线犗犘上的一个动点，当

犓犃
→
·犓犅

→
取最小值时，求向量犗犓

→
的坐标．

８．如图，在正方形犃犅犆犇中，犘是对角线犃犆上一点，犘犈垂直犃犅于点犈，犘犉垂

直犅犆于点犉．求证：犘犇⊥犈犉．

（第８题）

　　　

（第１０题）

９．证明：三角形的三条高相交于一点．

１０．如图，甲、乙分处河的两岸，欲拉船犕 逆流而上，需在正前方有３０００Ｎ的力．

已知甲所用的力珬犳１的大小为２０００Ｎ，且与犕 的前进方向的夹角为
π

６
．求乙所用的力珬犳２．

拓展与思考

１．在△犃犅犆中，犃犅＝犃犆＝５，犅犆＝６，犕 是边犃犆上靠近犃的一个三等分点．问：

在线段犅犕 上是否存在点犘，使得犘犆⊥犅犕？

２．在△犃犅犆中，已知点犗、犌、犎 分别是三角形的外心、重心和垂心．求证：犗、

犌、犎 三点共线．（此直线称为欧拉线）
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９章

复数

　　实系数一元二次方程并不是总有实数解

的，这是因为在实数范围内负数不能进行开平

方运算．在数学的发展史上有一件有意思的事：

数学家在研究三次方程求解的过程中，即使最

终得到实根，过程中却常常要对一些负数开平

方，遇到了难以自圆其说的尴尬．于是，一种

被称作为“虚数”的新数于１６世纪开始被引入

了数学．实数与虚数合称为复数．

复数是人类理性思维的演绎成果，它的产

生首先是因为数学家解决数学自身问题的需

要，在很长的一段时间内，人们并不清楚它与

现实世界到底有怎样的联系．后来，数学家建

立了复数与向量，即复数与几何的关联，在大

学学习力学和电磁学时，会看到复数在其中的

重要作用，复数在数学及其他科学领域中也越

来越体现出它的重要性．现在，复数已经成为

数学工作者与许多领域的科技人员熟练掌握并

广泛应用的基本数学工具．
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９．１　复数及其四则运算

１ 复数的引入与复数的四则运算

为了解决负数的开平方问题，数学家引入了一个不同于实数

的新数ｉ，称为虚数单位（ｉｍａｇｉｎａｒｙｕｎｉｔ），并规定

ｉ２＝－１，

即规定ｉ是－１的一个平方根．更一般地，把任意犫∈犚与虚数单

位ｉ的乘积记为犫ｉ，并规定虚数单位与实数间的乘法满足交换律

与结合律．对于犫ｉ，我们有，

（犫ｉ）２＝犫ｉ（ ）犫ｉ（ ）＝犫２ｉ２＝－犫２，

即犫ｉ是－犫２的一个平方根．只要犫≠０，－犫２就是一个负数，而

且任何负数都具有这个形式．因此，引进虚数单位后，我们得到

了所有负数的平方根．

一个实数犪可以与形如犫ｉ犫∈犚（ ）的数相加，规定把它们的

和用实系数二项式的形式表示成犪＋犫ｉ．

定义　形如犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的数称为一个复数（ｃｏｍｐｌｅｘ

ｎｕｍｂｅｒ）．

全体复数构成的集合用字母犆表示．

我们约定：

（１）复数犪＋犫ｉ＝０（犪、犫∈犚）犪＝０且犫＝０；

（２）复数犪＋犫ｉ＝犮＋犱ｉ（犪、犫、犮、犱∈犚）犪＝犮且犫＝犱．

在前面规定的实数与虚数单位之间的乘法以及实数与犫ｉ形

式的复数的加法基础上，可以定义两个复数之间的加法、减法和

乘法．

两个复数的相加或相减，按多项式相加或相减，再进行去括

号与合并同类项．因此，我们有如下的公式：

（犪＋犫ｉ）±（犮＋犱ｉ）＝（犪±犮）＋（犫±犱）ｉ

（犪、犫、犮、犱∈犚）．
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两个复数相乘，可按多项式相乘，再用条件ｉ２＝－１化简整

理所得的结果．因此，如果犪、犫、犮、犱∈犚，那么

　　　（犪＋犫ｉ）（犮＋犱ｉ）＝犪犮＋犫犮ｉ＋犪犱ｉ＋犫犱ｉ２

＝（犪犮－犫犱）＋（犫犮＋犪犱）ｉ．

这样，我们得到了如下复数乘法的公式：

（犪＋犫ｉ）（犮＋犱ｉ）＝（犪犮－犫犱）＋（犫犮＋犪犱）ｉ

（犪、犫、犮、犱∈犚）．

复数加法与乘法满足交换律、结合律与乘法对加法的分

配律．

虽然这里列出了复数加法、减法和乘法的公式，但在实际计

算中，其实不必硬记并套用公式，用多项式运算的方式直接解题

也是非常简洁的．

例１　计算：

（１）（１＋３ｉ）＋（－４＋２ｉ）；

（２）（３－２ｉ）－（３＋２ｉ）；

（３）（２－３ｉ）（４＋２ｉ）；

（４）（１＋２ｉ）（３＋４ｉ）（－２＋ｉ）．

解　（１）（１＋３ｉ）＋（－４＋２ｉ）＝（１－４）＋（３＋２）ｉ＝－３＋５ｉ．

（２）（３－２ｉ）－（３＋２ｉ）＝（３－３）＋（－２－２）ｉ＝－４ｉ．

（３）（２－３ｉ）（４＋２ｉ）＝２×４＋２×２ｉ－４×３ｉ－（２ｉ）×（３ｉ）

＝８＋４ｉ－１２ｉ－６×（－１）＝１４－８ｉ．

（４）（１＋２ｉ）（３＋４ｉ）（－２＋ｉ）

　＝（１×３＋１×４ｉ＋３×２ｉ＋２×４ｉ２）（－２＋ｉ）

　＝（－５＋１０ｉ）（－２＋ｉ）

　＝（－５）×（－２）－５ｉ－２×１０ｉ＋１０ｉ２＝－２５ｉ．

下面讨论复数系中的除法运算．

就像在实数系中一样，复数系中的除法也是作为乘法的逆运

算定义的．复数犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）除以非零复数犮＋犱ｉ（犮、犱∈

犚），就是求一个复数狓＋狔ｉ（狓、狔∈犚），使得

（犮＋犱ｉ）（狓＋狔ｉ）＝犪＋犫ｉ．

为了找出狓＋狔ｉ，我们把上式两边同乘犮－犱ｉ，得到

（犮－犱ｉ）（犮＋犱ｉ）（狓＋狔ｉ）＝（犮－犱ｉ）（犪＋犫ｉ），

即 （犮２＋犱２）（狓＋狔ｉ）＝（犪犮＋犫犱）＋（犫犮－犪犱）ｉ．

由于犮＋犱ｉ是一个非零复数，实数犮２＋犱２≠０，从而可以在等式

　　与初中学过的形

如犪＋犫槡２的根式之间

的运算作个类比．
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两边同乘
１

犮２＋犱２
，得到

狓＋狔ｉ＝
犪犮＋犫犱

犮２＋犱２
＋
犫犮－犪犱

犮２＋犱２
ｉ．

下一步，我们用复数乘法公式不难验证求出的狓＋狔ｉ确实满

足（犮＋犱ｉ）（狓＋狔ｉ）＝犪＋犫ｉ（留作习题）．这就证明了狓＋狔ｉ的存

在性及唯一性．因此，在复数系中可以做除法，且如果把犪＋犫ｉ

除以犮＋犱ｉ的商以分式形式记为
犪＋犫ｉ

犮＋犱ｉ
，就有如下复数除法公式：

犪＋犫ｉ

犮＋犱ｉ
＝
犪犮＋犫犱

犮２＋犱２
＋
犫犮－犪犱

犮２＋犱２
ｉ

（犪、犫、犮、犱∈犚，犮＋犱ｉ≠０）．

与做复数的加减法及乘法类似，同学们并不需要死记这个除

法公式，实际要做的只是化简分式
犪＋犫ｉ

犮＋犱ｉ
．我们可以把分子与分

母同乘犮－犱ｉ后再化简整理，即得

　　
犪＋犫ｉ

犮＋犱ｉ
＝
（犪＋犫ｉ）（犮－犱ｉ）
（犮＋犱ｉ）（犮－犱ｉ）

＝
（犪犮＋犫犱）＋（犫犮－犪犱）ｉ

犮２＋犱２

＝
犪犮＋犫犱

犮２＋犱２
＋
犫犮－犪犱

犮２＋犱２
ｉ．

例２　计算：

（１）
３＋ｉ

２－ｉ
；

（２）
１＋槡２ｉ

１－槡２ｉ
．

解　（１）
３＋ｉ

２－ｉ
＝
（３＋ｉ）（２＋ｉ）
（２－ｉ）（２＋ｉ）

＝
（６－１）＋（３＋２）ｉ
４－（－１）

＝
５＋５ｉ

５
＝１＋ｉ．

（２）
１＋槡２ｉ

１－槡２ｉ
＝

（１＋槡２ｉ）
２

（１－槡２ｉ）（１＋槡２ｉ）
＝
１＋２槡２ｉ－２

１＋２
＝－
１

３
＋
２槡２

３
ｉ．

我们还约定若干个相同复数相乘可以写成幂的形式：对任意复

数犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）与任何正整数狀，（犪＋犫ｉ）狀表示狀个犪＋犫ｉ相乘．

非零复数的负指数幂也是有意义的：当犪＋犫ｉ≠０时，对任

何正整数狀，（犪＋犫ｉ）－狀＝
１

（犪＋犫ｉ）狀
；当犪＋犫ｉ≠０时，还约定

（犪＋犫ｉ）０＝１．

同底数幂的运算规则同样适用于复数，如（犪＋犫ｉ）犿（犪＋犫ｉ）狀

　　这个方法是否似

曾相识？与分母有理

化过程做一比较．
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＝（犪＋犫ｉ）犿＋狀，［（犪＋犫ｉ）犿］狀＝（犪＋犫ｉ）犿狀（这里犿、狀都是整数）．

此外，因为复数关于加法和乘法的运算律都成立，所以两实

数和（差）的完全平方公式以及平方差公式等常用的乘法公式在复

数范围内也都适用．

例３　（１）计算虚数单位ｉ的整数次幂，并找出规律；

（２）对任意整数犿，计算ｉ犿＋ｉ犿＋１＋ｉ犿＋２＋ｉ犿＋３．

解　（１）我们有

ｉ１＝ｉ，ｉ２＝－１，ｉ３＝ｉ２×ｉ＝－１×ｉ＝－ｉ，ｉ４＝（ｉ２）２＝（－１）２＝１．

由最后一个等式，推知对任意整数狀，ｉ４狀＝（ｉ４）狀＝１狀＝１．因此，

ｉ的幂的一般规律是：对任意给定的整数狀，均有

ｉ４狀＝１，ｉ４狀＋１＝ｉ，ｉ４狀＋２＝－１，ｉ４狀＋３＝－ｉ．

（２）ｉ犿＋ｉ犿＋１＋ｉ犿＋２＋ｉ犿＋３＝ｉ犿（１＋ｉ＋ｉ２＋ｉ３）

＝ｉ犿 １＋ｉ＋（－１）＋（－ｉ）［ ］＝０．

例４　计算：（犪＋犫ｉ）２－（犪－犫ｉ）２（犪、犫∈犚）．

解　（犪＋犫ｉ）２－（犪－犫ｉ）２

　　　＝［（犪＋犫ｉ）＋（犪－犫ｉ）］［（犪＋犫ｉ）－（犪－犫ｉ）］

　　　＝（２犪）×（２犫ｉ）＝４犪犫ｉ．

练习９．１（１）

　　１．已知（狓＋２狔）＋（５狓－狔）ｉ＝９＋ｉ，其中狓、狔∈犚．求狓、狔的值．

２．计算：

（１）（－１＋３ｉ）＋（２＋６ｉ）； （２）（３－２ｉ）－（４＋ｉ）；

（３）（１２－
槡３

２
ｉ）（槡３＋ｉ）； （４）（１＋ｉ）６；

（５）
２

１－ｉ
； （６）

－１＋２ｉ

－１－２ｉ
．

２ 复数的实部、虚部与共轭

我们已经引入了复数并介绍了复数的四则运算，本小节将进

一步介绍与复数有关的一些概念，以期对复数及其运算有更好的

把握与理解．

复数的表达方式犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）称为它的代数形式，其中

的实数犪 和犫 分别叫做该复数的实部（ｒｅａｌｐａｒｔ）和虚部

（ｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ）．为了行文的简洁与方便，复数也常常用单个字

母（常用狕）来表示，此时它的实部和虚部分别记作Ｒｅ狕与Ｉｍ狕．
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即，若复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚），则Ｒｅ狕＝犪，Ｉｍ狕＝犫．若复

数狕＝犪＋犫ｉ的虚部为零，即犫＝０，则狕＝犪是个实数；当犫≠０

时，狕称为虚数（ｉｍａｇｉｎａｒｙｎｕｍｂｅｒ）．特别地，当犪＝０但犫≠０

时，狕＝犫ｉ称为纯虚数（ｐｕｒｅｉｍａｇｉｎａｒｙｎｕｍｂｅｒ）．我们已经知道，

狕＝０当且仅当犪＝０且犫＝０，此时狕是一个实数．

实数是虚部等于零的复数，因此，实数集合是复数集合的子

集，并且是一个真子集，即犚犆．

复数可以按以下方式分类：

复数（狕＝犪＋犫ｉ，犪、犫∈犚）
实数（犫＝０）

虚数（犫≠０）
烅
烄

烆

纯虚数（犫≠０，犪＝０）

例５　填写下表：

狕
是否

复数

是否

实数

是否

虚数

是否

纯虚数
Ｒｅ狕 Ｉｍ狕

－０．５ｉ

－
１

２
－槡２ｉ

π

０

槡３

２ｉ－５

解　

狕
是否

复数

是否

实数

是否

虚数

是否

纯虚数
Ｒｅ狕 Ｉｍ狕

－０．５ｉ 是 否 是 是 ０ －０．５

－
１

２
－槡２ｉ 是 否 是 否 －

１

２
－槡２

π 是 是 否 否 π ０

０ 是 是 否 否 ０ ０

槡３ 是 是 否 否 槡３ ０

２ｉ－５ 是 否 是 否 －５ ２

例６　求实数犿的值或取值范围，使得复数

狕＝犿２＋犿－２＋（犿２－１）ｉ

分别是：

（１）实数；　　　　　　　　　　（２）虚数；

（３）纯虚数；　　　　　　　　　（４）０．
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解　（１）狕为实数当且仅当犿２－１＝０，即犿＝１或犿＝－１．

所以，当犿＝１或犿＝－１时，复数狕＝犿２＋犿－２＋（犿２－１）ｉ

是实数．

（２）狕是虚数当且仅当犿２－１≠０，即犿≠１且犿≠－１．所

以，当犿＜－１或－１＜犿＜１或犿＞１时，复数狕＝犿２＋犿－２＋

（犿２－１）ｉ是虚数．

（３）狕是纯虚数当且仅当
犿２＋犿－２＝０，

犿２－１≠０，
烅
烄

烆
即
（犿＋２）（犿－１）＝０，

（犿＋１）（犿－１）≠０，
烅
烄

烆

唯一满足此条件的犿 的值是犿＝－２．所以，当犿＝－２时，复

数狕＝犿２＋犿－２＋（犿２－１）ｉ是纯虚数．

（４）狕＝０当且仅当
犿２＋犿－２＝０，

犿２－１＝０，
烅
烄

烆
即
（犿＋２）（犿－１）＝０，

（犿＋１）（犿－１）＝０，
烅
烄

烆

唯一满足此条件的犿 的值是犿＝１．所以，当犿＝１时，复数

狕＝犿２＋犿－２＋（犿２－１）ｉ等于０．

在推导复数除法公式时，如果除数（如果把除法写成分式，

就是分母）是犮＋犱ｉ（犮、犱∈犚），我们把被除数与除数（分子与分

母）同乘复数犮－犱ｉ，就可把除数（分母）化为实数犮２＋犱２．像犮＋犱ｉ

与犮－犱ｉ（犮、犱∈犚）这样实部相同而虚部互为相反数的一对复数

叫做共轭复数（ｃｏｎｊｕｇａｔｅｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ），也称这两个复数

互为共轭，或者说其中的一个数是另一个数的共轭复数．共轭复

数是复数理论中的一个重要概念．一对共轭复数的积必为实数，

用此性质可以把分母的虚数化为实数，从而把除法的结果写成复

数的代数形式．共轭复数的更多性质和应用在进一步的学习中还

会见到．

一个复数狕的共轭复数记为狕．因此，若狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈

犚），则狕＝犪－犫ｉ．共轭复数具有如下性质：

　　（１）一个复数的共轭复数的共轭复数是它自己，即对

任何复数狕，狕＝狕；

（２）取共轭复数的过程与复数的四则运算可交换，即

对复数狕１与狕２，

狕１±狕２＝狕１±狕２，狕１狕２＝狕１狕２，

且当狕２≠０时，（狕１狕２）＝
狕１
狕２
．

性质（１）从共轭复数的定义即得．

　　性质（２）的含义
是，两个过程（“取共
轭”与“作四则运算”）
的先后次序可以交换，
即对一个四则运算的

结果取共轭，与先对
参与四则运算的各数

取共轭后再作四则运

算，所得的结果是一
样的．
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性质（２）对加法与减法，验证是直截了当的，留作练习．下

面对乘法与除法分别验证这个性质．

设狕１＝犪＋犫ｉ，狕２＝犮＋犱ｉ（犪、犫、犮、犱∈犚），则

　　狕１狕２＝（犪－犫ｉ）（犮－犱ｉ）＝（犪犮－犫犱）－（犪犱＋犫犮）ｉ

＝（犪犮－犫犱）＋（犪犱＋犫犮）ｉ＝狕１狕２，

从而乘法的情况得证．

现设狕２≠０，则由乘法情形的结果，有（狕１狕２）·狕２＝（
狕１

狕２
·狕２）＝

狕１．由于狕２也不等于０，等式两边同除以狕２，便得到（狕１狕２）＝
狕１
狕２
，

这就是除法时的结论．

例７　设狕是复数，求证：狕＝狕是狕∈犚的充要条件．

证明　必要性：由狕∈犚，可知狕的代数形式犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）

中犫＝０，所以狕＝狕．

充分性：设复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）满足狕＝狕，即犪＋犫ｉ

＝犪－犫ｉ．由复数相等的充要条件，得犫＝－犫，从而犫＝０，即

狕∈犚．

例８　设狕１＝１＋３ｉ，狕２＝１－ｉ．求复数狕，使得狕＝
狕１

狕２
．

解　根据条件，并由共轭复数的性质，得到

　　　狕＝狕＝
狕１
狕２
＝
１－３ｉ

１＋ｉ
＝
（１－３ｉ）（１－ｉ）
（１＋ｉ）（１－ｉ）

＝
（１－３）＋（－３－１）ｉ

１＋１
＝
－２－４ｉ

２
＝－１－２ｉ．

练习９．１（２）

１．对复数狕１、狕２∈犆，验证：狕１＋狕２＝狕１＋狕２，狕１－狕２＝狕１－狕２．

　　２．在下列复数中，哪些是实数？哪些是虚数？哪些是纯虚数？各数的实部和虚部分别

是什么？

－５＋６ｉ、
槡２

２
＋
槡２

２
ｉ、－槡３、ｉ、０、ｃｏｓ

π

５
＋ｉｓｉｎ

π

５
．

３．下列关于复数狕和狕的命题是真命题还是假命题？请给出结论并说明理由．

（１）狕＋狕一定是实数； （２）狕－狕一定是纯虚数；

（３）若狕－狕＝０，则狕是实数； （４）若狕＋狕＝０，则狕是纯虚数．

４．求实数犿的值或取值范围，使得复数狕＝（犿＋２）＋（犿－１）ｉ分别是：

（１）实数； （２）虚数； （３）纯虚数．
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习题９．１　 　

　犃组

１．已知复数（１２狓＋狔）＋（５狓＋
２

３
狔－１６）ｉ＝－４，其中狓、狔∈犚．求狓、狔的值．

２．已知（狓＋狔）－狓狔ｉ＝－５＋２４ｉ，其中狓、狔∈犚．求狓、狔的值．

３．计算：

　　（１）（１４－
１３

５
ｉ）＋（２３＋

５

２
ｉ）； （２）－（３－４ｉ）＋（２＋ｉ）－（１－５ｉ）；

（３）［（犪＋犫）＋（犪－犫）ｉ］－［（犪－犫）－（犪＋犫）ｉ］（犪、犫∈犚）；

（４）（４－３ｉ）（３＋４ｉ）； （５）（－２＋３ｉ）（５－４ｉ）；

（６）（槡２２－
槡２

２
ｉ）
２

； （７）
７＋９ｉ

１＋２ｉ
；

（８）
６－５ｉ

２＋３ｉ
； （９）

槡５＋槡３ｉ

槡５－槡３ｉ
－
槡３＋槡５ｉ

槡３－槡５ｉ
．

４．用复数乘法公式验证：若犮＋犱ｉ≠０，则（犮＋犱ｉ）（犪犮＋犫犱犮２＋犱２
＋
犫犮－犪犱

犮２＋犱２
ｉ）＝犪＋犫ｉ．

５．已知复数狕１＝（犪２＋２）＋（－２犪－１）ｉ，狕２＝（犪－６）＋（犪２＋犪）ｉ，其中犪∈犚．若狕１

＋狕２＝２＋ｉ，求犪的值．

６．设实数狓、狔使得（狓＋狔ｉ）ｉ－２＋４ｉ＝（狓－狔ｉ）（１＋ｉ），求狓、狔的值．

７．已知实数狓、狔使得
狓

１－ｉ
＋
狔

１－２ｉ
＝
５

１－３ｉ
，求狓、狔的值．

８．求复数－３＋２ｉ与复数２＋３ｉ的乘积的共轭复数．

９．若复数狕１＝犪＋２ｉ（犪∈犚），狕２＝３＋４ｉ，且
狕１

狕２
为纯虚数，求犪的值．

１０．已知复数狕＝１＋ｉ，求
狕２－狕＋１

狕２＋狕＋１
的值．

１１．求实数犿的值，使得复数（犿２－３犿－４）＋（犿２－５犿－６）ｉ分别是：

（１）实数； （２）纯虚数； （３）零．

１２．已知（２狓２－５狓＋２）＋（狔２＋狔－２）ｉ＝０，其中狓、狔∈犚．求狓、狔的值．

　犅组

１．计算：

（１）（１－ｉ１＋ｉ）
３

； （２）
－２＋２槡３ｉ

（槡３＋ｉ）
２
；

（３）（１＋ｉ）１０－（１－ｉ）１０．



９
复数

１４２　　

２．已知复数狕１＝５＋１０ｉ及狕２＝３－４ｉ，且复数狕满足
１

狕
＝
１
狕１
＋
１
狕２
．求狕．

３．已知复数（狓２－狔２－７）＋（狓－狔－３）ｉ等于－２ｉ，其中狓、狔∈犚．求狓、狔的值．

４．已知（２狓＋３狔）＋（狓２－狔２）ｉ＝狔＋２＋４ｉ，其中狓、狔∈犚．求狓、狔的值．

５．是否存在实数犿，使得复数狕＝犿２＋２犿－１５＋
犿２－５犿＋６

犿２－２５
ｉ分别满足下列条件？

若存在，求出犿的值或取值范围；若不存在，请说明理由．

（１）狕是实数； （２）狕是虚数；

（３）狕是纯虚数； （４）狕是零．

６．选择题：

（１）设狕１、狕２∈犆，则“狕１、狕２中至少有一个虚数”是“狕１－狕２为虚数”的 （　　）

Ａ．充分非必要条件； Ｂ．必要非充分条件；

Ｃ．充要条件； Ｄ．既非充分也非必要条件．

（２）若实数犪使得（１－ｉ）＋（１＋ｉ）犪≠０，则 （　　）

Ａ．犪≠１； Ｂ．犪≠－１；

Ｃ．犪≠１且犪≠－１； Ｄ．犪可以是任意实数．

７．如果复数狕满足（１＋２ｉ）狕＝４＋３ｉ，求狕．

８．设复数狕＝犪＋犫ｉ，其中犪、犫∈犚，犪≠０且犫≠０．求证：
狕＋狕

狕－狕
是纯虚数．
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９．２　复数的几何意义

１ 复平面与复数的坐标表示

复数犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）一一对应于有序实数对（犪，犫），而有

序实数对（犪，犫）与平面直角坐标系中的点犣（犪，犫）又是一一对应

的．因此，可以用平面直角坐标系中的点犣（犪，犫）表示复数狕＝

犪＋犫ｉ．

如图９２１，在平面上建立直角坐标系，以坐标为（犪，犫）的

点犣表示复数狕＝犪＋犫ｉ，就可在平面上的点的集合与复数集合

之间建立一个一一对应．这样用来表示复数的平面叫做复平面

（ｃｏｍｐｌｅｘｐｌａｎｅ）．

在复平面上，狓轴上的点具有（犪，０）形式的坐标，从而对应

的都是实数，所以把狓轴叫做实轴（ｒｅａｌａｘｉｓ）；同理，狔轴上的

点（除坐标原点外）都对应纯虚数，所以把狔 轴叫做虚轴

（ｉｍａｇｉｎａｒｙａｘｉｓ）．坐标原点表示实数０．

如图９２２，共轭复数狕＝犪＋犫ｉ和狕＝犪－犫ｉ（犪、犫∈犚）在复

平面上所对应的点犣（犪，犫）和犣′（犪，－犫）关于狓轴对称；反之，

如果复平面上的两个点关于狓轴对称，那么这两个点所对应的复

数互为共轭．特别地，如果犫＝０，即狕是实数，则狕＝狕，此时

狕、狕在复平面上所对应的点是位于实轴上的同一点．

例１　在复平面上有点犃（２，０）、犅（０，－１）、犆（－２，３）、

犇（４，－３），分别写出这四个点所对应的复数狕犃、狕犅、狕犆、狕犇，

并求这些复数的共轭复数在复平面上所对应的点的坐标．

解　狕犃＝２，狕犅＝－ｉ，狕犆＝－２＋３ｉ，狕犇＝４－３ｉ．

这些复数的共轭复数分别是狕犃＝２，狕犅＝ｉ，狕犆＝－２－３ｉ，

狕犇＝４＋３ｉ，它们在复平面上所对应的点分别是犃′（２，０）、犅′（０，１）、

犆′（－２，－３）、犇′（４，３）．

２ 复数的向量表示

上一章我们学过平面向量的坐标表示，知道通过平面直角坐

图９２１

图９２２
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标系，可在平面向量与平面上的点之间建立一一对应．现在，我

们以平面直角坐标系为媒介，又可以通过复数与平面上的点的一

一对应，在复数与平面向量之间建立一一对应．如图９２３，复

数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）在复平面上对应坐标为（犪，犫）的点犣，而

点犣又对应于平面向量犗犣
→
＝（犪，犫），从而复数狕＝犪＋犫ｉ对应于

平面向量犗犣
→
＝（犪，犫）．有了这些对应，我们可以把复数狕＝犪＋犫ｉ

方便地看作是复平面上的点犣（犪，犫）或向量犗犣
→
．

例２　在复平面上作出表示下列复数的向量：

狕１＝２＋２ｉ，狕２＝－３－２ｉ，狕３＝２ｉ，狕４＝－４，狕５＝２－２ｉ．

解　在复平面上，表示复数狕１＝２＋２ｉ，狕２＝－３－２ｉ，

狕３＝２ｉ，狕４＝－４，狕５＝２－２ｉ的向量分别为图９２４中的向量

犗犃
→
、犗犅
→
、犗犆
→
、犗犇
→
、犗犈
→
．

例３　设复平面上的点犃 和点犅 所对应的复数分别为

狕犃＝狓犃＋狔犃ｉ（狓犃、狔犃∈犚）和狕犅＝狓犅＋狔犅ｉ（狓犅、狔犅∈犚），试

用狕犃和狕犅表示复平面上的向量犃犅
→
所对应的复数狕．

解　复平面上的点犃 与点犅 的坐标分别为（狓犃，狔犃）与

（狓犅，狔犅），故向量犃犅
→
＝（狓犅－狓犃，狔犅－狔犃），它所对应的复数是

狕＝（狓犅－狓犃）＋（狔犅－狔犃）ｉ．再由复数减法法则，可得狕＝

狕犅－狕犃．

注意，平面上起点不在原点的向量所表示的复数是该向量相

应的位置向量所表示的复数．上例说明，这个复数是向量终点对

应的复数与起点对应的复数之差．

例４　设狕∈犆，复平面上的点犣与犣′分别表示狕与狕ｉ．

求证：犗犣
→
⊥犗犣′

→
．

证明　令狕＝狓＋狔ｉ（狓、狔∈犚），则狕ｉ＝－狔＋狓ｉ，从而犗犣
→
＝

（狓，狔），犗犣′
→
＝（－狔，狓），它们的数量积是犗犣

→
·犗犣′

→
＝狓（－狔）＋

狔狓＝０，所以犗犣
→
⊥犗犣′

→
．

３ 复数加法的平行四边形法则

我们已经知道向量的加法适用平行四边形法则，在将复数与

平面向量建立一一对应后，两个复数的和是否与对应的向量的和

一致呢？也就是说，在复平面上是否也可以用平行四边形法则表

述复数的加法呢？

图９２３

图９２４　 　
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如图９２５，复数狕１＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）对应向量犗犣１
→
＝（犪，犫），

复数狕２＝犮＋犱ｉ（犮、犱∈犚）对应向量犗犣２
→
＝（犮，犱）．由于复数

狕＝狕１＋狕２＝（犪＋犮）＋（犫＋犱）ｉ，因此狕对应于向量

犗犣
→
＝（犪＋犮，犫＋犱）＝犗犣１

→
＋犗犣２

→
．

这说明，两个复数的和所对应的向量就是原来两个复数所对应向

量的和，即以犗犣１
→
与犗犣２

→
为邻边的平行四边形的对角线所表示的

向量．这就是复数加法的平行四边形法则．同样，两个复数的差

狕１－狕２所对应向量是两个向量犗犣１
→
、犗犣２

→
的差犗犣１

→
－犗犣２

→
．

例５　如图９２６，在复平面上给定平行四边形犗犃犅犆，

其中点犃与点犆分别对应于复数狕犃＝－１＋ｉ与狕犆＝３＋２ｉ．求

点犅所对应的复数．

解　由平行四边形犃犅犆犇，根据复数加法的平行四边形法

则，点犅所对应的复数为狕犃＋狕犆＝２＋３ｉ．

练习９．２（１）

１．当复数狕满足下列条件时，分别指出狕在复平面上所对应的点犣的位置：

　　（１）狕是正实数； （２）狕是负实数；

（３）狕是实部小于零、虚部大于零的虚数；（４）狕是虚部小于零的纯虚数．

２．如果复数狕＝（犿－２）＋（犿２－１６）ｉ（犿∈犚）在复平面上所对应的点在第四象限，求

犿的取值范围．

３．设复数３－４ｉ与５－６ｉ在复平面上所对应的向量分别为犗犃
→
与犗犅
→
（犗为坐标原点），

求向量犃犅
→
及犅犃
→
所对应的复数．

４．已知复平面上有点犆（２，４）和点犇，使得向量犆犇
→
所对应的复数是－３－ｉ．求点犇

的坐标．

４ 复数的模

复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）在复平面上所对应的点犣（犪，犫）到

原点的距离 犪２＋犫槡 ２，叫做复数狕的模（ｍｏｄｕｌｕｓ），记作｜狕｜．这

样，复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的模是

｜狕｜＝｜犪＋犫ｉ｜＝ 犪２＋犫槡 ２．

由于复数狕＝犪＋犫ｉ的模与该复数所对应的向量犗犣
→
的模是一

致的，因此复数的模也可以说成是其对应的向量的模．

　　图９２５

图９２６

　　复数的模也称为

它的绝对值．
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例６　求下列复数的模：

（１）狕１＝３＋４ｉ；

（２）狕２＝－
１

２
－槡２ｉ．

解　（１）｜狕１｜＝ ３２＋４槡 ２＝５．

（２）｜狕２｜＝ （－１２）
２

＋（－槡２）槡
２
＝
３

２
．

复数的模有如下性质：

｜狕｜＝｜狕｜，狕狕＝｜狕｜２；

｜狕１狕２｜＝｜狕１｜｜狕２｜；

狕１

狕２
＝
狕１

狕２
．

其中，狕、狕１、狕２∈犆，并在关于除法的性质中需假设狕２≠０．

证明　设狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚），则

｜狕｜＝ 犪２＋犫槡 ２＝ 犪２＋（－犫）槡 ２＝｜狕｜，

狕狕＝（犪＋犫ｉ）（犪－犫ｉ）＝犪２－（犫ｉ）２＝犪２＋犫２＝｜狕｜２．

为证关于乘法的性质，设有两个复数狕１＝犪＋犫ｉ与狕２＝犮＋

犱ｉ（犪、犫、犮、犱∈犚），则

　　狕１狕２ ＝ （犪＋犫ｉ）（犮＋犱ｉ）

＝ （犪犮－犫犱）＋（犪犱＋犫犮）ｉ

＝ （犪犮－犫犱）２＋（犪犱＋犫犮）槡 ２

＝ 犪２犮２－２犪犫犮犱＋犫２犱２＋犪２犱２＋２犪犫犮犱＋犫２犮槡 ２

＝ （犪２＋犫２）（犮２＋犱２槡 ）

＝ 犪２＋犫槡 ２· 犮２＋犱槡 ２

＝狕１ 狕２ ．

现在，进一步设狕２≠０，则狕１＝狕２·
狕１

狕２
，于是｜狕１｜＝

狕２·
狕１

狕２
＝｜狕２｜·

狕１

狕２
．两边除以狕２ ，就得到

狕１

狕２
＝
狕１

狕２
．

例７　已知复数狕满足｜狕｜＝１，求证：狕＋
１

狕
是实数．

证明　由｜狕｜＝１，得狕狕＝｜狕｜２＝１，所以狕＝
１

狕
，由此得到

狕＋
１

狕
＝狕＋狕，从而可知狕＋

１

狕
是实数．
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例８　求下列复数的模：

（１）
（１－ｉ）（１＋２ｉ）

４＋３ｉ
；

（２）
（７－３ｉ）（５＋４ｉ）
（７＋３ｉ）（－４－５ｉ）

．

解　（１）
（１－ｉ）（１＋２ｉ）

４＋３ｉ
＝
｜１－ｉ｜×｜１＋２ｉ｜

｜４＋３ｉ｜

＝
１２＋（－１）槡 ２× １２＋２槡 ２

４２＋３槡 ２

＝
槡１０

５
．

（２）将原式分子分母都乘ｉ，就得到
（７－３ｉ）（５＋４ｉ）ｉ
（７＋３ｉ）（５－４ｉ）

，其中

７－３ｉ与７＋３ｉ，５＋４ｉ与５－４ｉ是两对共轭复数，它们都分别有

相同的模，所以
（７－３ｉ）（５＋４ｉ）
（７＋３ｉ）（－４－５ｉ）

＝｜ｉ｜＝１．

复数的模还有如下性质：对狕１、狕２∈犆，

｜狕１｜＋｜狕２｜≥｜狕１＋狕２｜．

这不过是“三角形两边之和大于第三边”这个性质的另一种表达

方式，即必修课程第２章所述的“三角不等式”．如图９２７，若

复平面上犣１、犣２ 是复数狕１、狕２ 所对应的点，则平行四边形

犗犣２犣犣１的顶点犣就是复数狕１＋狕２对应的点．因此，有

　　　　　｜狕１｜＋｜狕２｜＝｜犗犣１｜＋｜犗犣２｜

＝｜犗犣１｜＋｜犣１犣｜

≥｜犗犣｜

＝｜狕１＋狕２｜．

复平面上两点的距离可以简洁地用对应复数差的模表示出

来：设犣１（犪，犫）、犣２（犮，犱）是复平面上的两个点，其对应的复数

为狕１＝犪＋犫ｉ，狕２＝犮＋犱ｉ，则由平面上两点间距离公式可知

｜狕１－狕２｜＝ （犪－犮）２＋（犫－犱）槡 ２＝｜犣１犣２｜＝｜犣１犣２
→
｜．

例９　设复数－槡５＋２ｉ和复数２＋槡５ｉ在复平面上分别对

应点犃和点犅，求犃、犅两点间的距离．

解　犃、犅两点间的距离是

　　第（２）小题虽可以
像第（１）小题那样直接
计算，但这里的解法
提供一个思路：可以
利用一些已知的性质

简化计算过程．

图９２７
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　　　｜犃犅｜＝ （－槡５－２）
２
＋（２－槡５）槡

２

＝ （５＋４槡５＋４）＋（４－４槡５＋５槡 ）

＝３槡２．

练习９．２（２）

１．计算下列复数的模：

　　（１）（４－３ｉ）＋（－１２－５ｉ）； （２）（２－槡３ｉ）（槡６－ｉ）
２
；

（３）
７＋ｉ
（３－４ｉ）２

．

２．设复数狕１＝６＋８ｉ与狕２＝９－４ｉ在复平面上所对应的点为犣１与犣２，试指出犣１、犣２

与以原点为圆心、１０为半径的圆犆的位置关系．

３．设复平面上平行四边形犗犕犖犘 的顶点犗、犕、犘 的坐标分别为（０，０）、（３，４）、

（－２，－３），求犗犖 的长度．

４．求复数８＋５ｉ与４－２ｉ在复平面上所对应的点之间的距离．

习题９．２　 　

　犃组

１．设复数狕犃＝－４、狕犅＝２ｉ、狕犆＝２－３ｉ、狕犇＝３＋２ｉ、狕犈＝－１－ｉ．

（１）在复平面上分别作出这些复数所对应的点犃、犅、犆、犇、犈；

（２）在复平面上分别作出这些复数的共轭复数所对应的向量．

２．求实数犿的值或取值范围，使得复数狕＝（犿２－８犿＋１５）＋（犿２－５犿－１４）ｉ在复平

面上所对应的点犣分别位于

（１）实轴上； （２）虚轴上； （３）第四象限．

３．设在复平面上的点犃与点犅所对应的复数分别为狕犃与狕犅，对于下列各组复数，分

别求向量犃犅
→
和向量犅犃

→
所对应的复数：

（１）狕犃＝２－３ｉ，狕犅＝４＋５ｉ； （２）狕犃＝
１

２
－
槡３

２
ｉ，狕犅＝

槡３

２
＋
１

２
ｉ．

４．已知复平面上有点犃 和点犅，向量犗犃
→
与向量犃犅

→
所对应的复数分别为－１－２ｉ与

４－ｉ．求点犅的坐标．

５．设复数１＋２ｉ、－２＋ｉ、－１－２ｉ在复平面上所对应的点分别为犃、犅、犆，求

△犃犅犆的面积．

６．计算：

　　（１）｜３－４ｉ｜４； （２）｜（１＋ｉ）（－２槡２＋ｉ）３｜；



９．２　　　复数的几何意义

１４９　　

（３）
（槡５－２ｉ）（１＋槡３ｉ）

２

槡１３＋槡２３ｉ
； （４）

（１＋３ｉ）３（４－ｉ）

（１－３ｉ）２
．

７．已知｜１－４犽ｉ｜＝５，其中犽∈犚．求犽的值．

８．设复数（犿－１）＋（２犿－３）ｉ（犿∈犚）的模为１，求犿的值．

９．已知复数狕＝
犿＋（３犿－１）ｉ

２－ｉ
（犿∈犚）的实部与虚部互为相反数，求｜狕｜．

１０．若复数狕１＝５＋１２ｉ，复数狕２满足狕２ ＝１３，且狕１狕２是纯虚数，求复数狕２．

　犅组

１．选择题：

（１）设复平面上表示２－ｉ和３＋４ｉ的点分别为点犃和点犅，则表示向量犃犅
→
的复数在

复平面上所对应的点位于 （　　）

Ａ．第一象限； Ｂ．第二象限； Ｃ．第三象限； Ｄ．第四象限．

（２）复平面上平行于虚轴的非零向量所对应的复数一定是 （　　）

Ａ．正数； Ｂ．负数；

Ｃ．纯虚数； Ｄ．实部不为零的虚数．

２．已知复平面上平行四边形犃犅犆犇的顶点犃、犅、犆的坐标分别是（－２，－１）、（７，３）、

（１２，９），求点犇的坐标和向量犃犇
→
所对应的复数．

３．设复数狕１与狕２分别对应复平面上的向量犗犣１
→
与犗犣２

→
，已知｜犗犣１

→
｜＝｜犗犣２

→
｜＝１，

犗犣１
→
⊥犗犣２

→
．求狕１＋狕２ 与狕１－狕２ ．

４．已知复数狕满足｜狕｜＝１，且狕不是纯虚数．求证：
狕＋ｉ

狕－ｉ
是纯虚数．

５．证明：集合犕＝｛狕｜狕＝ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ，θ∈犚｝中的所有复数在复平面上所对应的点

在同一个圆上．

６．设狕１、狕２∈犆，求证：狕１＋狕２ ２＋狕１－狕２
２＝２（狕１ ２＋狕２

２）．

７．若复数狕满足狕－２＝狕－２ｉ＝２，求狕．
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９．３　实系数一元二次方程

在初中课程中已学过了实系数一元二次方程，它具有标准

形式

犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪、犫、犮∈犚，犪≠０）．

我们已经知道可用判别式Δ＝犫２－４犪犮来判定这个方程实根

的存在性．具体地说，在实数范围内考虑：

（１）当Δ＞０时，该方程有两个不相等的实根
－犫±槡Δ

２犪
；

（２）当Δ＝０时，该方程有两个相等的实根（二重根）－
犫

２犪
；

（３）当Δ＜０时，该方程没有实根．

我们现在再来讨论实系数一元二次方程的求根问题，但将根

的取值范围从实数拓广到复数．也就是说，我们不仅要讨论实

根，还要讨论虚根．我们要解决的问题实际上有两个：

（Ａ）当Δ≥０时，除了已经找到的实根外，方程在复数范围

还有其他的根吗？

（Ｂ）当Δ＜０时，方程在复数范围有根吗？怎样求出它的根？

回答这两个问题，关键是对Δ（它是一个实数）在复数范围的

平方根问题有个准确的把握．

１ 实数的平方根

设犮∈犚，并设犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）是它的一个平方根，即

（犪＋犫ｉ）２＝犮．将上式左边展开，得到（犪２－犫２）＋２犪犫ｉ＝犮，再根

据复数相等的条件，就得到

犪２－犫２＝犮，

２犪犫＝０．
烅
烄

烆

从第二个等式可知，犪与犫中至少有一个为零．

当犮≥０时，必须犫＝０，否则犪＝０，从而推出犮＝－犫２＜０，

与假设矛盾．于是，犪＋犫ｉ＝犪必是犮的一个实平方根．这说明，

除了已知的实平方根犪＝±槡犮，非负实数犮在复数范围没有其他

的平方根．
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而当犮＜０时，必须犪＝０，否则犫＝０，从而推出犮＝犪２＞０，

与假设矛盾．于是，犫２＝－犮＞０，从而犫＝± －槡 犮．此时犮的平

方根有两个：± －槡 犮ｉ，它们是两个共轭的纯虚数．

例１　在复数范围求２５与－２５的平方根．

解　因为２５＞０，它在复数范围的平方根与实数范围的平方

根是一样的，都是±５；因为－２５＜０，它没有实平方根，而在复

数范围其平方根是± －（－２５槡 ）ｉ＝±５ｉ．

２ 实系数一元二次方程

我们现在在复数范围求解实系数一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮

＝０（犪≠０）．用配方法，得到

（狓＋犫２犪）
２

＝
Δ

４犪２
，即（２犪狓＋犫）２＝Δ，其中Δ＝犫２－４犪犮．

这就是说，２犪狓＋犫是实数Δ的平方根．由前面关于实数平方根

的讨论，就可以回答本节引言中所提的两个问题了，其答案是：

在复数范围内，

（１）当Δ＞０时，方程有两个不相等的实根
－犫±槡Δ

２犪
；

（２）当Δ＝０时，方程有两个相等的实根（二重根）－
犫

２犪
；

（３）当Δ＜０时，方程有一对共轭虚根
－犫± －槡 Δｉ

２犪
．

例２　在复数范围内解方程：２狓２－４狓＋５＝０．

解　该方程的判别式Δ＝（－４）２－４×２×５＝－２４＜０，所以

此方程有一对共轭虚根

狓＝
－（－４）±槡２４ｉ

４
＝１±

槡６

２
ｉ．

如果实系数一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）有实根狓１

与狓２，由必修课程第２章已经知道这两个根与方程的系数有如

下关系（韦达定理）：

狓１＋狓２＝－
犫

犪
，狓１狓２＝

犮

犪
．

实系数一元二次方程的根与系数的关系在虚根的情况下仍然成

立，这只要直接把根代入验证就可以了．

　　有兴趣的同学可

以写出在复数范围内

求解实系数一元二次

方程的完整算法，并
上机加以实现．

　　请同学们自行完

成这一验证过程．
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例３　如果狆、狇都是实数，而关于狓的方程２狓２＋狆狓＋

狇＝０有一个根－２＋３ｉ，求狆、狇的值．

解　方程２狓２＋狆狓＋狇＝０有一个虚根－２＋３ｉ，则它的另一

个根必为其共轭复数－２－３ｉ．由根与系数的关系，有

（－２＋３ｉ）＋（－２－３ｉ）＝－
狆

２
，（－２＋３ｉ）（－２－３ｉ）＝

狇

２
，

从而狆＝８，狇＝２６．

例４　在复数范围将２狓２－４狓＋５分解因式．

解　例２中已经求出方程２狓２－４狓＋５＝０的两个根１＋
槡６

２
ｉ

与１－
槡６

２
ｉ，所以

２狓２－４狓＋５＝２（狓－１－槡６２ｉ）（狓－１＋槡６２ｉ）．
练习９．３

１．已知犽是一个实常数，而关于狓的一元二次方程狓２－２犽狓－犽＝０有两个虚根．求犽

的取值范围．

　　２．在复数范围内解方程：

（１）狓２＋２＝０； （２）狓２＋２狓＋３＝０；

（３）２（狓２＋４）＝５狓．

３．若狓１和狓２是方程２狓２＋狓＋３＝０的两个根，求
１

狓１
＋
１

狓２
的值．

习题９．３　 　

　犃组

１．在复数范围内解下列一元二次方程：

　　（１）４狓２＋２５＝０； （２）狓２－２狓－２＝０；

（３）狓２－狓＋１＝０； （４）（狓－３）（狓－５）＝２．

２．已知２＋３ｉ是实系数一元二次方程狓２＋犫狓＋犮＝０一个根，求犫、犮的值．

３．已知关于狓 的实系数一元二次方程狓２＋犽狓＋３＝０有两个虚根狓１和狓２，且

｜狓１－狓２｜＝２槡２．求犽的值．
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　犅组

１．在复数范围内解方程：

（１）狓４－１６＝０； （２）狓４＋３狓２－１０＝０．

２．已知两个复数的和为４、积为６，求这两个复数．

３．在复数范围内分解因式：

（１）犪２＋２犪犫＋犫２＋犮２； （２）狓２＋５狔２；

（３）２狓２－６狓＋５．

４．已知关于狓的实系数一元二次方程狓２＋犽狓＋犽２－２犽＝０有两个虚根狓１和狓２，且

狓２１＋狓
２
２＝３．求犽的值．

探究与实践　 　

同学们也许会注意到，用配方法导出（２犪狓＋犫）２＝Δ时并不在乎原来的一元二次方程

犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）是否具有实系数．当方程不局限于实系数时，判别式Δ＝犫２－４犪犮

可能为虚数．如果我们有方法能够找出任意复数的平方根，那么一般复系数一元二次方程

就可解了．要得到一个复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的平方根，可以从假设（犮＋犱ｉ）２＝犪＋犫ｉ

（犮、犱∈犚）开始，令等式两边的实部、虚部分别相等，得到关于犮、犱的方程组并求解．

这个方法是可行的，有兴趣的同学不妨一试．



９
复数

１５４　　

　９．４　复数的三角形式

本章第１节讲了用复数的代数形式所表达的复数运算公式．

这时，复数的加减运算公式比较简洁．但是，复数的乘除，特别

是复数的除法，相应的公式比较复杂，计算比较繁琐．本节将介

绍复数的另外一种表示形式———三角形式，在这种形式下，复数

的乘除有比较简洁的计算公式，相应运算的意义也会更明显地表

现出来．

１ 复数的三角形式

如图９４１，复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）对应着复平面上的一

个点犣（犪，犫）．我们把以原点犗 为顶点、狓轴的正半轴为始边、

射线犗犣 为终边的角θ，叫做复数狕的辐角（ａｒｇｕｍｅｎｔ），记作

Ａｒｇ狕．这里的角是６．１节意义下的任意角，即它是从原点出发的

一条射线从始边位置旋转到终边位置所形成的角，逆时针旋转时

其度量取正值，顺时针旋转时其度量取负值，不旋转时其度量

为０．

因为一个角的终边绕原点犗旋转２π仍回到原来的位置，所

以任意一个非零复数狕的辐角都有无穷多个，其任意两个辐角的

大小的差一定是２π的整数倍．例如，虚数单位ｉ的辐角可以是任

何π

２
＋２犽π，犽∈犣．

规定：复数０的辐角的大小是任意的值．

在复数狕的所有辐角中，满足０≤θ＜２π的辐角θ称为狕的

辐角主值，记作ａｒｇ狕．复数的辐角虽不是唯一确定的，但非零

复数的辐角主值则是唯一确定的．

复数的任意一个辐角θ与复数的模狉＝｜狕｜＝ 犪２＋犫槡 ２一起，

就完全确定了复数狕＝犪＋犫ｉ．事实上，如图９４１，我们有

犪＝狉ｃｏｓθ，犫＝狉ｓｉｎθ．

于是

狕＝狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ）．

复数的这种表示形式叫做它的三角形式．

图９４１

　　两个非零复数相

等，当且仅当它们的
模与辐角主值分别相

等．
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例１　分别写出下列复数的模狉与辐角主值θ，并把这些

复数用三角形式表示：

（１）槡３＋ｉ；

（２）－１＋ｉ；

（３）－１；

（４）－３－４ｉ．

解　（１）狉＝ （槡３）
２
＋１槡 ２＝２，ｃｏｓθ＝

槡３

２
，ｓｉｎθ＝

１

２
，θ为第

一象限角，故辐角主值为θ＝ａｒｇ（槡３＋ｉ）＝
π

６
，从而槡３＋ｉ的三角

形式为２（ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎ
π

６），即

槡３＋ｉ＝２（ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎ
π

６）．

（２）狉＝ （－１）２＋１槡 ２＝槡２，ｃｏｓθ＝－
１

槡２
＝－

槡２

２
，ｓｉｎθ＝

１

槡２

＝
槡２

２
，θ为第二象限角，故辐角主值为θ＝ａｒｇ（－１＋ｉ）＝

３π

４
．因

此，用三角形式表示－１＋ｉ，有

－１＋ｉ＝槡２（ｃｏｓ３π４＋ｉｓｉｎ
３π

４）．
（３）－１的模狉＝ （－１）２＋０槡 ２＝１，－１所对应的点（－１，０）

在狓轴的负半轴上，故辐角主值为θ＝ａｒｇ（－１）＝π．因此，用三

角形式表示－１，有

－１＝ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ．

（４）狉＝ （－３）２＋（－４）槡 ２＝５，ｃｏｓθ＝－
３

５
，ｓｉｎθ＝－

４

５
，θ

为第三象限角，且ｔａｎθ＝
４

３
，故辐角主值为θ＝ａｒｇ（－３－４ｉ）＝

π＋ａｒｃｔａｎ
４

３
．因此，用三角形式表示－３－４ｉ，有

－３－４ｉ＝５ｃｏｓ（π＋ａｒｃｔａｎ４３）＋ｉｓｉｎ（π＋ａｒｃｔａｎ
４

３）
熿

燀

燄

燅
．

例２　把下列复数用三角形式表示：

（１）ｃｏｓθ－ｉｓｉｎθ；

（２）－２（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）．
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解　（１）因为ｃｏｓ（－θ）＝ｃｏｓθ，ｓｉｎ（－θ）＝－ｓｉｎθ，所以

ｃｏｓθ－ｉｓｉｎθ的三角形式是ｃｏｓ（－θ）＋ｉｓｉｎ（－θ）．

（２）－２（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）的模是２．又因为ｃｏｓ（π＋α）＝

－ｃｏｓα，ｓｉｎ（π＋α）＝－ｓｉｎα，所以－２（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）的三角形

式是２［ｃｏｓ（π＋α）＋ｉｓｉｎ（π＋α）］．

练习９．４（１）

１．下列复数是否用三角形式来表示的？为什么？

　　（１）３π（ｃｏｓ０．５＋ｉｓｉｎ０．５）； （２）２（ｓｉｎ１＋ｉｃｏｓ１）；

（３）ｃｏｓ１３１π＋ｉｓｉｎ１３１π； （４）槡２（ｃｏｓ０．３π＋ｉｓｉｎ０．２π）；

（５）－２（ｃｏｓπ４＋ｉｓｉｎ
π

４）； （６）３（ｃｏｓπ５－ｉｓｉｎ
π

５）．
２．把下列复数用三角形式表示（用辐角主值）：

（１）３； （２）－２ｉ；

（３）１＋ｉ； （４）－１＋槡３ｉ．

２ 三角形式下复数的乘除运算

现在我们讨论三角形式下的复数乘除运算公式．

设有两个用三角形式表示的复数狕１＝狉（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）与

狕２＝狊（ｃｏｓβ＋ｉｓｉｎβ），其中狉＝｜狕１｜≥０，狊＝｜狕２｜≥０，则

狕１狕２＝狉狊［ｃｏｓ（α＋β）＋ｉｓｉｎ（α＋β）］；

狕１

狕２
＝
狉

狊
［ｃｏｓ（α－β）＋ｉｓｉｎ（α－β）］（狕２≠０）．

也就是说，两个复数相乘，其积的模等于模的积，积的辐角

等于辐角的和；两个复数相除（除数不为零），其商的模等于模的

商，商的辐角等于辐角的差．

证明　乘积的公式的推导是两角和的正弦、余弦公式的直接

应用：

　狕１狕２＝狉狊（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）（ｃｏｓβ＋ｉｓｉｎβ）

＝狉狊［（ｃｏｓαｃｏｓβ－ｓｉｎαｓｉｎβ）＋ｉ（ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ）］

＝狉狊［ｃｏｓ（α＋β）＋ｉｓｉｎ（α＋β）］，

乘积公式得证．

　　三角形式下的复

数乘除运算公式称为

棣莫弗公式．

棣莫弗（Ａ．ＤｅＭｏｉｖｒｅ，

１６６７—１７５４），法国数学家．
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现在设狕２≠０（从而狊≠０），用乘积公式计算复数狕２ 与

狉

狊
［ｃｏｓ（α－β）＋ｉｓｉｎ（α－β）］的乘积，就得到

　　　　狕２·
狉

狊
［ｃｏｓ（α－β）＋ｉｓｉｎ（α－β）］

＝狊·
狉

狊
［ｃｏｓ（β＋α－β）＋ｉｓｉｎ（β＋α－β）］

＝狉（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）＝狕１，

再把等式两边同除以狕２，就得到所求的除法公式．

例３　计算，并用复数的代数形式表示计算结果：

（１）槡３（ｃｏｓπ１２＋ｉｓｉｎ
π

１２）·槡２（ｃｏｓ
π

４
＋ｉｓｉｎ

π

４）；

（２）
４（ｃｏｓ４π３＋ｉｓｉｎ

４π

３）
２（ｃｏｓ５π６＋ｉｓｉｎ

５π

６）
．

解　（１）槡３（ｃｏｓπ１２＋ｉｓｉｎ
π

１２）·槡２（ｃｏｓ
π

４
＋ｉｓｉｎ

π

４）
　　　＝槡３×槡２ｃｏｓ（π１２＋

π

４）＋ｉｓｉｎ（
π

１２
＋
π

４）
熿

燀

燄

燅

　　　＝槡６（ｃｏｓπ３＋ｉｓｉｎ
π

３）

　　　＝槡６（１２＋
槡３

２
ｉ）

　　　＝
槡６

２
＋
３槡２

２
ｉ．

（２）
４（ｃｏｓ４π３＋ｉｓｉｎ

４π

３）
２（ｃｏｓ５π６＋ｉｓｉｎ

５π

６）
　＝２ｃｏｓ（４π３－

５π

６）＋ｉｓｉｎ（
４π

３
－
５π

６）
熿

燀

燄

燅

　＝２（ｃｏｓπ２＋ｉｓｉｎ
π

２）
　＝２ｉ．

我们现在来分析复数乘法的几何意义．

在复平面上，把复数狕１＝狉（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）（其中狉＝｜狕１｜≥０）

对应的向量记为犗犣１
→
，则｜犗犣１

→
｜＝狉，而从狓轴正向到犗犣１

→
方向需

旋转α角（当α＞０时，逆时针旋转；当α＜０时，顺时针旋转）．
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把狕１乘一个非负实数狊，就是把向量犗犣１
→
伸缩为原来的狊

倍，成为向量犗犣′１
→
＝狊犗犣１

→
（向量与实数的乘积），使它的模

｜犗犣′１
→
｜＝狊狉，而其辐角不变（图９４２（１））．

（１） （２） （３）

图９４２

把狕１乘一个模为１的复数ｃｏｓβ＋ｉｓｉｎβ，就是把狕１的辐角

从α变成了α＋β，将向量犗犣１
→
变成为向量犗犣″１

→
，而其模｜犗犣″１

→
｜＝

狉不变（图９４２（２））．也就是说，这个乘法就是让向量犗犣１
→
绕坐

标原点旋转β角成为向量犗犣″１
→
，使得以狓轴正半轴为始边、以

犗犣″１
→
为终边的角是α＋β．这样，“旋转”这一重要的几何变换可以

用复数乘法得到准确的表达．例如，由于ｉ的辐角主值是
π

２
，因

此把狕１乘ｉ就是让向量犗犣１
→
绕坐标原点逆时针旋转π

２
．

一般地，把复数狕１乘任意一个复数狕２＝狊（ｃｏｓβ＋ｉｓｉｎβ），

在几何上就是对犗犣１
→
作上述两个变换的合成：先伸缩，再旋转，

或者先旋转，后伸缩（图９４２（３））．从复数乘法的结果我们知

道，这两个不同顺序会得到同样的结果．

例４　如图９４３，设复数－２＋２ｉ在复平面上所对应的

向量是犗犣
→
，将犗犣

→
绕原点犗逆时针旋转１２０°得到向量犗犣′

→
．求向

量犗犣′
→
所对应的复数．（结果用复数的代数形式表示）

解　设向量犗犣′
→
对应的复数为狕′，则

　　　　狕′＝（－２＋２ｉ）（ｃｏｓ１２０°＋ｉｓｉｎ１２０°）

＝（－２＋２ｉ）（－１２＋
槡３

２
ｉ）

＝（１－槡３）－（１＋槡３）ｉ．

３ 三角形式下复数的乘方与开方

复数的狀次幂（狀是正整数）是狀个相同复数的连乘，因此，

　　当β＞０时，逆时
针旋转；当β＜０时，
顺时针旋转．

图９４３
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根据复数乘法公式，一个复数的狀次幂的模是底数模的狀次幂，

而其辐角是底数辐角的狀倍．

作为乘方的逆运算，自然会想到，一个复数开狀次方，方

根的模是被开方数模的狀次方根，而方根的辐角是被开方数辐

角的狀分之一．这个规则原则上没错，但要注意的是：由于被

开方数不同辐角的狀分之一所得出的辐角可能有不同的主值，

在这个过程中被开方数的辐角不能只取主值．事实上，如果α

是被开方数的辐角之一，以下狀个值都可以作为被开方数狀次

方根的辐角：

α

狀
，α
＋２π

狀
，α
＋４π

狀
，…，α

＋２（狀－１）π
狀

．

这狀个值之间的差都不是２π的整数倍，它们都给出了不同的狀

次方根；而其余可能的辐角α
＋２犽π

狀
（犽∈犣）都与上述辐角之一相

差２π的整数倍，它们不会再给出更多不同的狀次方根了．

现在可把复数的乘方与开方的公式总结如下：

设狕＝狉（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）（狉＝｜狕｜≥０），则对任何正整数狀，有

狕狀＝狉狀（ｃｏｓ狀α＋ｉｓｉｎ狀α）；

狕的狀次方根为

狀
槡狉（ｃｏｓα＋２犽π狀 ＋ｉｓｉｎ

α＋２犽π

狀 ），犽＝０，１，２，…，狀－１．

例５　计算（１－ｉ）２０．

解　将１－ｉ写成三角形式１－ｉ＝槡２（ｃｏｓ７π４＋ｉｓｉｎ
７π

４），就可
以得到

（１－ｉ）２０＝２１０（ｃｏｓ３５π＋ｉｓｉｎ３５π）＝１０２４（ｃｏｓπ＋ｉｓｉｎπ）＝－１０２４．

例６　求１的三次方根．

解　因为１＝ｃｏｓ０＋ｉｓｉｎ０，所以它的三次方根是ｃｏｓ
２犽π

３
＋

ｉｓｉｎ
２犽π

３
（犽＝０，１，２），即

　　　　　　１＝ｃｏｓ０＋ｉｓｉｎ０，

　　　　　　ω＝ｃｏｓ
２π

３
＋ｉｓｉｎ

２π

３
＝－
１

２
＋
槡３

２
ｉ，

　　　　　　ω２＝ｃｏｓ
４π

３
＋ｉｓｉｎ

４π

３
＝－
１

２
－
槡３

２
ｉ．
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练习９．４（２）

１．计算：

　　

（１）８（ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎ
π

６）·２（ｃｏｓ
π

３
＋ｉｓｉｎ

π

３）；　　（２）
６（ｃｏｓ３π５＋ｉｓｉｎ

３π

５）
２（ｃｏｓπ１０＋ｉｓｉｎ

π

１０）
；

（３） 槡２（ｃｏｓπ６＋ｉｓｉｎ
π

６）
熿

燀

燄

燅

５

．

２．求１的所有四次方根．

习题９．４　 　

　犃组

１．把下列复数用三角形式表示（用辐角主值）：

　　（１）４－４ｉ； （２）－３槡３－３ｉ；

（３）ｓｉｎ
π

８
＋ｉｃｏｓ

π

８
； （４）ｃｏｓ

π

７
＋ｉｓｉｎ

π

７
．

２．计算，并将结果用复数的代数形式表示：

（１）槡２（ｃｏｓ２４０°＋ｉｓｉｎ２４０°）·
槡３

２
（ｃｏｓ６０°＋ｉｓｉｎ６０°）；

（２）
１２（ｃｏｓ１１π６ ＋ｉｓｉｎ

１１π

６ ）
６（ｃｏｓ２π３＋ｉｓｉｎ

２π

３）
； （３）

槡３（ｃｏｓ１５０°＋ｉｓｉｎ１５０°）

槡２（ｃｏｓ３００°＋ｉｓｉｎ３００°）
；

（４） 槡２（ｓｉｎπ６＋ｉｃｏｓ
π

６）
熿

燀

燄

燅

３

； （５）（槡３－ｉ）
１２
．

３．求－ｉ的所有三次方根．

　犅组

１．计算，并将结果用复数的代数形式表示：

（１）（ｃｏｓ１１π６ ＋ｉｓｉｎ
１１π

６ ）
２

·槡２（ｃｏｓ５π３＋ｉｓｉｎ
５π

３）；

（２）
槡５（ｃｏｓ５π４＋ｉｓｉｎ

５π

４）
２

·槡２（ｃｏｓ７π３＋ｉｓｉｎ
７π

３）
槡３（ｃｏｓ７π３＋ｉｓｉｎ

７π

３）·槡５（ｃｏｓ
７π

３
－ｉｓｉｎ

７π

３）
．
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２．设复数－３－４ｉ在复平面上所对应的向量是犗犣
→
，将犗犣

→
绕原点犗顺时针旋转８１０°得

到向量犗犣′
→
．求向量犗犣′

→
所对应的复数．（结果用复数的代数形式表示）

３．求复数３＋４ｉ与复数－１＋７ｉ在复平面上所对应的两个向量的夹角的大小．

课后阅读　 　

三次方程求根公式与复数的起源

　　现代教科书在引进复数时往往从引入负数的平方根开始，但历史上复数的思想却是从

寻找实系数一元三次方程求根公式中萌芽的．

对一般的实系数一元三次方程犪狓３＋犫狓２＋犮狓＋犱＝０（犪≠０），由于总可以通过代换

狓＝狔－
犫

３犪
消去其二次项，因此如何求解形如狓３＋狆狓＋狇＝０的三次方程就成为关注的

重点．

在一些数学工具书中，我们可以找到方程狓３＋狆狓＋狇＝０的求根公式，这一公式被称

为卡尔丹公式，它是以１６世纪意大利数学家卡尔丹（Ｊ．Ｃａｒｄａｎ）的名字命名的．这里用现

代数学的语言来介绍一下卡尔丹公式的获得过程．

三次方程狓３＋狆狓＋狇＝０可以变形为狓
３＝－狆狓＋（－狇），即把狓３写成了两数之和．受

此启发，设想所求的未知数狓也可以写成两数之和：狓＝犿＋狀，再把等式狓３＝（犿＋狀）３

的右边展开，就得到狓３＝犿３＋狀３＋３犿狀（犿＋狀），即狓３＝３犿狀狓＋（犿３＋狀３）．将上式与

狓３＝－狆狓＋（－狇）相对照，不妨令

３犿狀＝－狆，

犿３＋狀３＝－狇．
烅
烄

烆

把此方程组中的第一个方程两边同时作三次方，并把犿３与狀３看成未知数，由上述方程

组可解出

犿３＝－
狇

２
＋ （狇２）

２

＋（狆３）槡
３

，

狀３＝－
狇

２
－ （狇２）

２

＋（狆３）槡
３

．

烅

烄

烆

于是，似乎可以顺理成章地把方程狓３＋狆狓＋狇＝０的一个根写成

狓＝

３

－
狇

２
＋ （狇２）

２

＋（狆３）槡槡
３

＋

３

－
狇

２
－ （狇２）

２

＋（狆３）槡槡
３

．

三次方程求根公式的研究推进至此，看似大功告成．但是，将此公式用于另一位意大

利数学家邦贝利（Ｒ．Ｂｏｍｂｅｌｌｉ）曾关注过的方程狓３－１５狓－４＝０，得到该方程的一个根是

狓＝
３

２＋槡槡 －１２１＋
３

２－槡槡 －１２１，在认为负数不能进行开平方运算的１６世纪，这是一个

不知作何解释的结果．另外，由６４＝１５×４＋４就可以看到方程狓３＝１５狓＋４有一个根是
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狓＝４，进而可求得该方程另外两个实根为狓＝－２±槡３．如何把这两个结果统一起来，让

当时的数学家们不知所措了．

其实，只要用现代的复数理论是可以把狓＝
３

２＋槡槡 －１２１＋
３

２－槡槡 －１２１与狓＝４统一

起来的．事实上，若把槡－１２１解释为－１２１的一个平方根（比方说１１ｉ），则

狓＝
３
槡２＋１１ｉ＋

３
槡２－１１ｉ．

可以直接验证２±ｉ是２±１１ｉ的三次方根，于是卡尔丹公式确实给出了方程狓３－１５狓－４＝０

的一个根狓＝（２＋ｉ）＋（２－ｉ）＝４．

这样的演绎和解释在数学上不够严谨，如二次和三次根号的使用会有歧义，解方程过

程中会产生增根等．在这些方面做些严格化后，卡尔丹公式就是一个有效的求三次方程根

的公式．在实际求根过程中，一旦找到了犿３与狀３的一对三次方根犿１与狀１，并验证其满

足３犿１狀１＝－狆，则方程狓３＋狆狓＋狇＝０的三个根就是

狓１＝犿１＋狀１，狓２＝ω犿１＋ω２狀１，狓３＝ω２犿１＋ω狀１，

这里ω＝－
１

２
＋
槡３

２
ｉ是１的一个三次方根（参看本章９．４节例６）．例如，对方程狓３－１５狓－４

＝０，我们前面找到的犿１＝２＋ｉ，狀１＝２－ｉ，恰满足３犿１狀１＝１５＝－狆，于是，经过简单

的计算就得到方程的三个实根：

狓１＝犿１＋狀１＝４，狓２＝ω犿１＋ω２狀１＝－２－槡３，狓３＝ω２犿１＋ω狀１＝－２＋槡３．

为了从卡尔丹的研究走到得以公认的三次方程求根公式，有许多数学家曾作出了巨大

的努力，关键就是从卡尔丹工作中所隐含的复数思想的萌芽逐步发展成完善的复数理论，

使得解方程过程中每一步都落在坚实的数学基础上．

因此，通常认为，求解三次方程的研究是现代复数理论的起点．
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内容提要　 　

复数是我们继自然数、整数、有理数和实数的学习之后，新认识的一种数．

１．复数系与相关概念

（１）虚数单位ｉ，满足ｉ２＝－１．

（２）复数的代数形式：狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）．

（３）复数的相等：犪＋犫ｉ＝０（犪、犫∈犚）的充要条件是犪、犫同时为０；复数犪＋犫ｉ＝

犮＋犱ｉ（犪、犫、犮、犱∈犚）的充要条件是犪＝犮且犫＝犱．

（４）复数的实部与虚部：复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的实部是犪，虚部是犫；虚部为０

的复数是实数，虚部不为０的复数称为虚数，实部为０的虚数称为纯虚数．

（５）复数的模：复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的模是｜狕｜＝ 犪２＋犫槡 ２．

（６）复数的共轭：复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的共轭复数是狕＝犪－犫ｉ．

２．复数的四则运算

（１）两个复数进行相加、相减或相乘时，仿照两个二项式进行相加、相减或相乘的规

则计算，并用条件ｉ２＝－１及合并同类项以化简结果．

（２）两个复数进行除法（除数不为０）运算时，将分子和分母同时乘分母的共轭复数，

然后分子和分母分别做复数的乘法而得到运算结果．

（３）复数模对乘、除的分配性：复数积（商）的模等于模的积（商）．

３．复数的坐标表示

（１）复平面：表示复数的直角坐标平面叫做复平面，其中狓轴叫做实轴，狔轴叫做

虚轴．

（２）复数的坐标表示与向量表示：复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）可用复平面上坐标为

（犪，犫）的点犣（犪，犫）来表示，也可以用从坐标原点犗出发的向量犗犣
→
＝（犪，犫）来表示．

（３）复数模的几何意义：复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚）的模狕 等于点犣（犪，犫）与原点的

距离，也等于向量犗犣
→
的模 犗犣

→
．

（４）两个复数的和在复平面上所对应的向量就是两个复数对应的向量按平行四边形法

则所得到的和向量．

（５）两复数差的模的几何意义：两复数差的模是这两个复数在复平面上对应点之间的

距离．

４．实系数一元二次方程

给定方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪、犫、犮∈犚，犪≠０），并令Δ＝犫２－４犪犮为其判别式，则

（１）当Δ＞０时，方程有两个不相等的实根
－犫±槡Δ

２犪
；

（２）当Δ＝０时，方程有两个相等的实根（二重根）－
犫

２犪
；
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（３）当Δ＜０时，方程有一对共轭虚根
－犫± －槡 Δｉ

２犪
．

５．复数的三角形式

（１）复数的辐角：设复数狕对应复平面上的点犣，则以原点为顶点、狓轴的正半轴为

始边、射线犗犣为终边的角θ称为狕的辐角，记作Ａｒｇ狕；满足０≤θ＜２π的辐角称为狕的

辐角主值，记为ａｒｇ狕．

（２）复数的三角形式：设复数狕的模为狉，辐角为θ，则狕＝狉（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ），复数的

这种表示形式称为它的三角形式．

（３）三角形式下复数的乘法与除法公式：给定三角形式的复数狕１＝狉（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα）

与狕２＝狊（ｃｏｓβ＋ｉｓｉｎβ），则

狕１狕２＝狉狊［ｃｏｓ（α＋β）＋ｉｓｉｎ（α＋β）］，

狕１

狕２
＝
狉

狊
［ｃｏｓ（α－β）＋ｉｓｉｎ（α－β）］（狕２≠０）．

（４）三角形式下复数的乘方与开方公式：给定三角形式的复数狉（ｃｏｓα＋ｉｓｉｎα），则

对任何正整数狀，有

狕狀＝狉狀（ｃｏｓ狀α＋ｉｓｉｎ狀α），

狕的狀次方根为
狀
槡狉（ｃｏｓα＋２犽π狀 ＋ｉｓｉｎ

α＋２犽π

狀 ），犽＝０，１，２，…，狀－１．

复习题　 　

　犃组

１．选择题：

（１）虚数的平方一定是 （　　）

Ａ．正实数； Ｂ．负实数；

Ｃ．虚数； Ｄ．虚数或负实数．

（２）如果复平面上的向量犃犅
→
所对应的复数是－３＋２ｉ，那么向量犅犃

→
所对应的复数是（　　）

Ａ．３－２ｉ； Ｂ．３＋２ｉ；

Ｃ．－３＋２ｉ； Ｄ．－３－２ｉ．

２．填空题：

（１）设狕＝１１－６０ｉ，则Ｒｅ狕＝　　　　；Ｉｍ狕＝　　　　；｜狕｜＝　　　　；狕＝　　　　．

（２）下列三个命题中，真命题是　　　　．

① 在复平面上，表示实数的点都在实轴上，表示虚数的点都在虚轴上；

② 任何一个表示虚数的点一定在某一个象限内；

③ 复数的模表示该复数在复平面上所对应的点到原点的距离．
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３．已知复数狕＝（犪２－２犪－３）＋（犪２－４犪＋３）ｉ，其中犪是实数．

（１）若狕∈犚，求犪的值；

（２）若狕在复平面上所对应的点位于第一象限，求犪的取值范围．

４．已知复数狕１＝（犪２－犪－６）＋（１－２犪）ｉ，狕２＝（犪－３）＋（犪２－２犪＋２）ｉ，其中犪∈犚．

若狕１＝狕２，求犪的值．

５．计算：

（１）（４＋ｉ）（３＋２ｉ）；

（２）（槡２＋槡３ｉ）（槡２－槡３ｉ）（－槡３＋槡２ｉ）（－槡３－槡２ｉ）；

（３）
－３＋２９ｉ

１＋２ｉ
；

（４）
（１＋ｉ）４

１＋２ｉ
＋
（１－ｉ）４

１－２ｉ
；

（５）［（槡３＋１）＋（槡３－１）ｉ］２．

６．已知复数狕＝
（－３－ｉ）２（２－ｉ）

（１＋２ｉ）３
，求｜狕｜．

７．在复数范围内解下列方程：

（１）狓２－４狓＋８＝０；

（２）３狓２＋２狓－３＝０．

　犅组

１．选择题：

（１）设狕１、狕２∈犆，则“｜狕１｜＝｜狕２｜”是“狕１＝狕２”的 （　　）

Ａ．充分非必要条件； Ｂ．必要非充分条件；

Ｃ．充要条件； Ｄ．既非充分也非必要条件．

（２）设复数狕＝犪＋犫ｉ（犪、犫∈犚），则狕２是纯虚数的充要条件是 （　　）

Ａ．犪２＝犫２； Ｂ．犪２＋犫２＝０；

Ｃ．｜犪｜＝｜犫｜≠０； Ｄ．犪犫≠０．

２．若复数狕满足狕＋狕＝２，（狕－狕）ｉ＝２，求｜狕｜．

３．若复数狕１和复数狕２满足狕１狕２＝３－４ｉ，｜狕１｜＝２，求｜狕２｜．

４．若狓１和狓２是方程狓
２－５狓＋８＝０的两个根，求｜狓１｜＋｜狓２｜的值．

拓展与思考

１．若复数狕１和复数狕２满足｜狕１｜＝３，｜狕２｜＝４，｜狕１＋狕２｜＝５，求｜狕１－狕２｜．

２．已知复数狕１和复数狕２满足狕１＋狕２＝３－５ｉ，狕１－狕２＝－２＋３ｉ．求狕２１－狕２２．
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后记　

后　　记

本套高中数学教材根据教育部颁布的《普通高中数学课程标准（２０１７年版

２０２０年修订）》编写并经国家教材委员会专家委员会审核通过．

本教材是由设在复旦大学和华东师范大学的两个上海市数学教育教学研

究基地（上海高校“立德树人”人文社会科学重点研究基地）联合主持编写的．

编写工作依据高中数学课程标准的具体要求，努力符合教育规律和高中学生

的认知规律，结合上海城市发展定位和课程改革基础，并力求充分体现特

色．希望我们的这一努力能经得起实践和时间的检验，对扎实推进数学的基

础教育发挥积极的作用．

本册教材是必修第二册，共为四章，各章编写人员分别为

邹建兵、周子翔、朱胜林（第６章）

肖登鹏、周子翔、朱胜林（第７章）

陈兴义、刘攀、邹佳晨（第８章）

况亦军（第９章）

上海市中小学（幼儿园）课程改革委员会专家工作委员会、上海市教育委

员会教学研究室全程组织、指导和协调了教材编写工作．在编写过程中，两

个基地所在单位给予了大力支持，基地的全体同志积极参与相关的调研、讨

论及评阅工作，发挥了重要的作用．上海市不少中学也热情地参与了有关的

调研及讨论工作．上海教育出版社有限公司不但是编辑出版单位，而且自始

至终全面介入了编写工作．我们对所有这些单位和相关人员的参与、支持和

鼓励表示衷心感谢．

限于编写者的水平，也由于新编教材尚缺乏教学实践的检验，不妥及疏

漏之处在所难免，恳请广大师生及读者不吝赐教．宝贵意见请通过邮箱

ｇａｏｚｈｏｎｇｓｈｕｘｕｅ＠ｓｅｐｈ．ｃｏｍ．ｃｎ反馈，不胜感激．

２０２０年７月
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